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lucrare autorii își propun să 
ate specialiștilor din domeniul 
rucţiilor unele aspecte ale 
emelor de Rezistenţa mate- 
or izvorite din cercetările de 
ator și din studiile teoretice 
rinse în acest domeniu în 
sle decenii. 

ă a fi un manual sau un 
lucrarea pune totuși la înde- 
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alcul, cercetătorilor le oferă 
blou sumar al direcțiilor de 


iigare impuse de necesitatea: 
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rii materialelor de construcţie, 
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noaște mai real posibilităţile 
icru ale acelorași materiale. 
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PREFAŢĂ 


In dezvoliavea societății omenești, o mare importanță a avut aclivi- 
tatea „omului constructori“. Fiecare etapă istorică este marcată prin 
constr uchile ei, a căror evoluție poate fi considerată o măsură a mivelu- 
lui de civilizatie și de cultură atins. Arta de a construi a început însă 
să se transforme treptat în știință, numai cu trei secole în urmă, pentru 

e îmcheca si a deveni 1 instrument deosebit de util latë cu 

se inchega și a deveni un instrume deosebit ae util o data cu 
secolul nostru. 


ji Patruzeci de ani, materialul faptic, experiența acumulată, 
au c ondus la aprofundarea comportării materialelor de 


ři 


1 
constructie sub 
actiunea f ortelor şi la crearea unor puncte de vedere noi sau chiar a unor 
concepții de bază noi în tehnica constructiilor. 


In l ucrarea de fată autorii au căutat să extragă un material care să 
poată aju ta inginerul constructor să ia contact 
/ & 
cu sea mă ci 


cu noi probleme mai 
cele de dată mai recentă care nu au avut timpul necesar 
a pătr unde în practica curentă şi de a-l apropia cît mai mult — protec- 
tant, executant sau cercetător de lumea fenomenelor fizice, de a-i 
cre a o imagine cît mai clară a categoriilor cu care lucrează. 


Lucrarea nu este un curs — cu toate că studentii institutelor de în- 
vătă mi nt tehnic superior ar putea găsi în ea elemente care să le comple- 
tteze cunoștințele de bază obtinute — și nici nu pretinde a fi un îndrep- 
ar pent ru proiectanti. De aceea conținutul nu este raportat la normative 
în vi goare care de altfel pot avea un caracter temporar — și nici la 


standar de. Sub unele aspecte, autorii au prezentat chiar pozitii perso- 
nale . 

Pentru ușurința pătrunderii materialului, autorit au considerat de 
aseme nea util să prezinte acest material într-o formă mai completă, 
ceea ce a condus la prezentarea pe scurt a unor noțiuni cuprinse în 
lucr ările de specialitate şi în manualele curent utilizate. 

În ceea ce priveşte bibliografia, ea conține în general numai lucrările 
de bază, mai ample, articolele şi notele de revistă lăsîndu-se de o parte, 
dat fiind că materialul bibliografic este deosebit de vast. 
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Sperăm că lucrarea i 


adresează. 


constructori cărora li Se 
semnala 


va fi utilă inginerilor 
Autorii ar fi foarte bucuroşi dacă cititorii le-ar 


neajunsurile lucrării sau le-ar sugera probleme din domeniul rezistentei 
materialelor care să intereseze în “special proiectarea în construcpu 
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INTRODUCERE 


Rezistenţa materialelor este o disciplină specific inginerească. Ea 
răspunde unor probleme concrete de mare importanță practică şi 
anume celor legate de durabilitatea construcțiilor ; în cele din urmă 
ea trebuie să răspundă întrebării dacă o construcție concepută pentru 
un anumit scop va rezista, în sensul că în timpul exploatării, al cons- 
trucţiei sau montajului, nu va ajunge să fie inutilizabilă nici prin rupe- 
rea unor elemente, nici prin deformații, nici prin vibrații sau prin 
pierderea stabilității 

Desigur, durabilitatea unei construcții este influențată de numeroşi 
factori ; ea poate fi redusă datorită coroziunii, incendiului sau altor 
cauze. Rezistența materialelor reține pentru studiu cauzele care nu 
modifică dimensiunile sau proprietățile fizico-mecanice ale construc- 
tiei (acţiunea forțelor, diferențele de temperatură moderate care nu 
schimbă substanțial comportarea materialelor sub acțiunea forțelor, 

l i în aşezarea construcției — tasarea reazemelor etc.). 

Avînd această preocupare, două sînt direcțiile pe care se dezvoltă 
Rezistența materialelor ; prima direcție este legată de determinarea 
forțelor interioare și a deformațiilor care iau naștere în urma acțiuni- 
lor din exterior ; a doua direcție este cea a prezicerii dacă o construcție 


sau elementele construcției vor rezista forțelor, a aprecierii gradului de 
siguranţă la acțiunile normale, extraordinare şi catastrofale previzibile. 


in dezvoltarea sa, Rezistența materialelor înmănunchează, siste- 
matizează şi tace sinteza între cunoştinţele teoretice și experimentale, 
trăgînd concluzii pentru practica inginerească. 


SCURT ISTORIC AL REZISTENȚELOR MATERIALELOR 
Rezistența materialelor este o ştiinţă relativ nouă. Dezvoltarea 


ci este legată de dezvoltarea producției industriale şi de consecințele 
i în domeniul construcțiilor civile și industriale, a transporturilor 


T 


şi căilor de comunicație; Rezistenţa materialelor s-a născut din cerin- 
țele practicii, pentru a servi practica industrială ; dezvoltarea ei în 


timp constituie o ilustrare a cuvintelor lui Marx care spunea că indus- 
tria împinge mai departe știința decît o sută de universități. 

Preocupările pentru realizarea de construcții sînt vechi, am putea 
sdune de cînd lumea. Sînt cunoscute în întreaga lume construcții care, 
deși realizate cu multe secole în urmă, uneori cu milenii, își păstrează 
încă întreagă capacitatea de rezistență. Ceea ce caracterizează con- 
strucțiile rămase din vremuri îndepărtate este în primul rînd faj 
tul că ele nu se disting printr-o mare diversitate şi în al doilea 
că pentru realizarea lor au fost folosite cantități de materiale cai 
depăşesc cu mult cantitățile utilizate astăzi pentru construcții de 
aceeaşi. mărime, supuse unor solicitări asemănătoare. 

Lipsa diversității se datoreşte faptului că o construcție nouă 
copia în mare măsură lucrările vechi asemănătoare, care prezentau 
avantajul hotărîtor de a fi fost verificate de practică. Dacă unele 
lucrări la care se aduceau inovații sau soluții noi s vedear 
de rezistente, sau mai rezistente decît con istrucțiile vechi, ele le 
deveneau modele pentru lucrările ulterioare ; progresul avea, în cea 
mai mare parte, o singură sursă : experiența, de aceea era foarte lent 
şi devenea vădit numai după trecerea, cîteodată, a numeroase gene- 
rații. 

Ca şi celelalte ştiinţe moderne ale naturii, Rezistența materialelor 
are începuturile în epoca renașterii în con diţiile dezvoltării capitalu- 
lui comercial, a comunicațiilor internaționale maritime, a industriei 
miniere şi metalurgice. Intensificarea schimburilor comerciale pe căi 
nav igabile, în special pe mare, punea problema creerii de vase de 
mai mare tonaj, amenajarea căilor navigabile și realizarea de construc- 
ţii hidrotehnice, cum sînt barajele și ecluzele, porturile. 


Metodele tradiționale nu mai puteau răspunde noilor cerințe. 
Încercările de a realiza nave noi prin mărirea la scară a celor vechi 
dădeau eșec; a apărut necesitatea studierii elementelor ținînd seama 
de capacitatea lor de rezistență. Cel care a început primele experiențe 
sistematice în acest domeniu a fost Galileo Galilei care la Arsenalul 
de la Veneţia a obținut primele rezultate în probleme de similitudine, 
stabilind relații între dimensiunile grinzilor și încărcările pe care le 
pot suporta. 

În secolul al XVII-lea și mai apoi în secolul al XVIII-lea începe 
sistematic studiul experimental al legilor naturii; iau ființă socie- 
tăți savante — embrioanele academiilor de știință de mai tîrziu — în 
Italia, Franța, Anglia, apoi în Rusia și Germania ; se formulează 
legile naturii în diferite domenii ale fizicii. Unele principii funda- 

nentale ale Rezistenței materialelor sînt determinate o dată cu celelal- 
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te legi ale fizicii de aceiaşi oameni de ştiinţă cu multiple preocupări 
în domeniul fizicii. Ca momente în această perioadă, sînt de notat 
legea lui Hooke privind proporționalitatea dintre eforturi și deformaţii, 
lucrările lui Mariotte, care deşi nu a reuşit, s-a apropiat mult de solu- 
ţia problemei eforturilor în grinda dreaptă solicitată la încovoiere, 
lucrările lui Iacob Bernoulli și Daniel Bernoulli, în domeniul încovoie- 
rii barelor şi ale lui L conhard Euler cu privire la curbele de deforms ție 
le grinzilor şi coloanelor solicitate de forțe. 

Cu toate că Galilei, Hooke și Mariotte, studiind probleme care 
stăzi aparțin Rezistenței materialelor, aveau în vedere și aspectul 
practic, majoritatea cercetărilor care se desfășurau în acea vreme se 
datorau curiozității științifice, dorinței de a cunoaște legile naturii. 
Abia în secolul al XVIII-lea au început să fie treptat introduse în 
practica inginerească rezultate obținute în secolul precedent. Probie- 
mele noi care apăreau cereau nu numai o e şi cunoştinţe 
practice, dar şi măiestrie în rezolvarea lor raționa Au luat ființă 
primele şcoli de pregătire inginerească şi au met primele lucrări 
de mecanică tehnică. În Franţa ia naştere, în anul 1720, Corpul 
inginerilor de drumuri și căi de comunicație, iar în 1747 se înființe: 
renumita Școală de Poduri şi Şosele pentru pregătirea inginerilor în 
construcția drumurilor, canalelor și podurilor. Dintre numeroșii sa- 
vanți care în acea perioadă au contribuit la formarea disciplinei 
Rezistenței materialelor, un aport deosebit l-a avut Coulomb eare 
a studiat teoretic şi experimental numeroase probleme ale determi- 
nării eforturilor şi deformaţiilor din care multe, modificate numai 
în formă, sînt preluate s și astăzi. De asemenea Navier, care a dat soluții 
corecte numeroaselor probleme de care s-a ocupat și care a publicat 
una din primele cărți, cuprinzătoare, la zi, de Rezistența materialelor, 

Acumularea cunoștințelor teoretice și experimentale a permis ca 
în secolul al XIX-lea să se facă o amplă sinteză teoretică, stabilindu-se 
un model abstractizat al corpului material, o comportare idealiza tă 
a lui sub acțiunea forțelor la care este solicitat. Pe această bază s-a 
închegat și dezvoltat, folosind un aparat matematic uneori destul 
de avansat, Teoria elasticității la care au contribuit mari fizicieni 
si matematicieni ca : Poisson, C Cauchy, de Saint Venant, Lame, Maxwell, 
Ostrogradski, Green, Stokes şi alții. 

Rezultatele Teoriei elasticității au fost cuprinzător aplicate în 
practica inginerească însă mult mai tîrziu; Rezistenţa materialelor 
s-a dezvoltat stabilindu-și ipotezele de bază proprii din care unele 
coincideau cu cele ale Teoriei elasticității — modelul corpului material, 
metode proprii de cercetare și de rezolvare avînd ca obiectiv calculul 
construcțiilor și elementelor de construcție și siguranța lor. Un imens 
volum de cercetări experimentale desfășurate în laboratoare de încer- 
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cări ale materialelor au permis stabilirea tot mai precisă a proprie- 
tăților fizico-mecanice a materialelor, a comportării lor sub acțiunea 
forțelor în diferite condiţii de solicitare. 

___ Sinteza cercetărilor pentru cerințele muncii inginereşti este opera 
inginerilor însăși. Metodele de stabilire a eforturilor, criteriile de dimen- 
sionare etc. se datoresce inginerilor care, introducînd materiale noi, 
au pus și rezolvat noi și noi probleme; fiind legată de dezvoltarea 
industriei în toate țările, Rezistența materialelor s-a dezvoltat cu 
aportul adus de inginerii din toate țările, pe măsura dezvoltării lor 
industriale. Sînt cunoscute contribuţiile lui Juravski în domeniul 
încovoierii grinzilor, Clapeyron în domeniul grinzilor cu mai multe 
deschideri, O. Mohr în numeroase probleme legate de starea de 
eforturi, de criteriile de rezistență, de calculul deformaţiilor și al efor- 
turilor în sisteme etc., Fairbairn în domeniul încercării materialelor, 
Woehler în domeniul oboselii și mulți alții. 

Urmărind istoricul dezvoltării disciplinei, trebuie să remarcăm 
că deși contribuții ale inginerilor români au existat, ele s-au limitat 
în special la aplicarea riguroasă a Rezistenței materialelor la calculul 
construcțiilor. Lipsa condițiilor materiale pentru cercetare şi men- 
ținerea la un nivel scăzut a industriei din trecut s-a resimțit și în acest 
domeniu ; atunci cînd au existat însă posibilități, realizările au fost 
la înălțimea concepțiilor celor mai moderne la acea dată. 

Podul peste Dunăre, conceput și realizat sub conducerea ingine- 
rului Anghel Saligny, este un model de aplicare creatoare în concepţia 
generală şi în detalii a Rezistenței materialelor în construcția de 
poduri ; reamintim că prima dată a fost introdus în construcția de 
poduri oţelul moale în locul fierului pudlat. Menţionăm, de asemenea, 
sinteza tăcută de Gh. Em. Filipescu în forma elegantă pe care o dă calcu- 
lul vectorial, în lucrarea „Rezistenţa materialelor şi Statica construc- 
țiilor““, a cărei răspîndire mai restrînsă se datorește numai faptului 
că limba noastră este mai puțin accesibilă în străinătate. În fine, 
menționăm lucrarea creatorului sonicității George (Gogu) Constanti- 
nescu, publicată la începutul secolului nostru, în care starea de efor- 
turi în barele de beton armat este analizată aplicând soluțiile exacte 
ale Teoriei elasticității. 

Problemele complexe pe care le ridică economia modernă care 
acordă importante mijloace materiale investiţiilor, a determinat o 
dezvoltare continuă şi rapidă a Rezistenței materialelor. Cercetările 
experimentale asupra proprietăților materialelor sporesc tot timpul, 
avînd drept scop aprofundarea cunoștințelor asupra comportării lor 
în construcții cît și pentru a determina proprietățile materialelor noi 
introduse în practica inginerească. Sînt studiate noi probleme apărute 
în domeniu, ca urmare a noilor sisteme constructive şi a noilor solici- 
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tări care apar. Cunoştinţele teoretice stabilite de Teoria matematică 
a elasticității sînt utilizate în practica inginerească. Pe măsura dezvol- 
tării unor noi discipline, rezultatele sînt preluate, prelucrate şi, în 
măsura în care sînt accesibile, aplicate: este vorba în special de 
Teoria plasticității şi de unele capitole ale Reologiei. 

Teoria plasticității, al cărei început este marcat prin lucrările ex- 
perimentale efectuate de Tresca încă acum un secol (în anul 1868), 
și care s-a dezvoltat sub formă matematică, din primele decenii ale 
secolului nostru, a devenit o disciplină interesantă pentru inginerul! 
constructor abia în ultimele decenii cînd, aplicată la calculul structuri- 
lor, a scos în evidență rezerve ale capacității portante a acestora și 
a dat posibilitatea analizei mai aprofundate a siguranței construcții- 
lor. Deși problema esenţială, aceea a articulaţiilor plastice a fost 
sugerată de Kazinczy încă din anul 1914, introducerea ei în preocu- 
pările cercurilor largi inginerești coincide cu prezentarea încercărilor 
lui Maier-leibniz, la al II-lea Congres al Asociaţiei Internaţionale 
de Poduri și Sarpante din anul 1936. Lucrările a numeroşi ingineri 
cercetători și sintezele făcute de Prandtl, Baker, Nâdai, Sokolovski, 
Hill, au dat posibilitatea trecerii la norme noi de calcul a construcții- 
lor, ţinînd seama de proprietăţile plastice ale materialelor. 

Reologia — literal ştiinţa despre curgere — cuprinde un vast 
domeniu de preocupări în care, în sensul cel mai larg, include ca disci- 
pline particulare pe cele care se ocupă de deformația corpului solid, 
instantanee sau în decursul timpului. În înțeles restrîns, Reologia 
se preocupă de comportarea în timp a materialelor, a elementelor 
sau a unor structuri. Deși unele noțiuni fundamentale au fost stabilite 
din secolul trecut, interesul constructorilor pentru Reologie a apărut 
o dată cu extinderea pe scară mare a betonului armat, care a devenit 
materialul de bază în construcții. Observarea fenomenului de curgere 
lentă a betonului sub sarcină și a fenomenului de relaxare a eforturilor 
sub deformație impusă a pus probleme în special o dată cu extinderea 
procedeului de precomprimare pentru care este esențială menținerea 
tensiunii inițiale în armătura întinsă. 


1.2. UNELE PROBLEME NOI ÎN REZISTENȚA MATERIALELOR 


Din problemele noi apărute în Rezistenţa materialelor, în cele 
ce urmează sînt enunțate unele, menționîndu-se cele care fac obiectul 
lucrării de față. 

În domeniul 'Teoriei elasticității aspectele fundamentale sînt rezol- 
vate încă din secolul trecut. De asemenea sînt stabilite metodele de 
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rezolvare a problemelor, dîndu-se soluții pentru numeroase probleme 
în plan şi în spațiu. Metodele clasice aplicate au fost completate în 
ultimele decenii cu noi metode, în special prin aplicarea funcțiilor 
de variabilă complexă şi a transformării conforme cu ajutorul cărora 
s-au obținut soluții pentru domeniul plan care prezintă diferite goluri, 
ripidizări etc. 


Aspecte noi au apărut o dată cu modificarea unora dintre ipotezele 
de bază. Astfel este Teoria elasticității corpurilor anizotrope, corpuri 
la care proprietățile fizico-mecanice (constantele elastice) variază 
în jurul unui punct în funcție de direcțiile care trec prin acel punct. 
O teorie asemănătoare — avînd în vedere analogia dintre ecuația 
fundamentală pentru starea plană de eforturi și ecuația fundamentală 
a plăcilor plane subțiri, solicitate transversal pe suprafața mediană 

a fost dezvoltată pentru plăci: lucrarea de față prezintă problema 
plăcii ortotrope. 

Prin renunțarea la ipoteza micilor deformaţii care conduce la relații 
liniare, ca și prin examinarea comportării materialelor care în dome- 
niul elastic nu ascultă de legea lui Hooke, s-a dezvoltat Teoria elas- 
ticităţii neliniare cu aplicații în special în domeniul stabilității echi- 
librului elastic, al calculului barelor cu deformații mari și al plăcilor 
plane și curbe avînd deformaţiile de ordinul grosimii plăcilor, al 
deformaţiei corpurilor avînd tensiuni inițiale și al încovoierii şi tor- 
Siunii barelor solicitate și de forțe axiale. 

In fine, trecînd peste numeroase probleme rezolvate, printre 
care cele care se referă la solicitări termice, la undele de şoc etc., men- 
ționăm aici, fără a fi tratate în lucrare cele care se referă la solicitări 
seismice și vibrații, cu aplicaţii la semiplanul conținînd surse de dis- 
turbații și la interacțiunea între fundațiile unei mașini care vibrează 
Și. semispațiul elastic. 

Se poate aprecia că tratarea teoretică cuprinde un număr mare 
de probleme ; dificultăți apar însă la rezolvarea prin metodele obiş- 
nuite a problemelor care se întîlnesc în practica inginerească. De 
aceea, numeroase preocupări sînt îndreptate în special spre găsirea 
metodelor de calcul apropiate problemelor și preciziei cerute de activi- 
tatea inginerească; altele se referă la procedee experimentale de 
determinare a comportării construcțiilor folosind fie modele alcătuite 
din același material ca şi construcția sau materiale asemănătoare, 
fie modele fotoelastice, sau modele electrice. 

Dintre metodele de calcul o dezvoltare au căpătat-o metodele 
numerice; pînă nu de mult ele se bazau pe metodele de calcul cu 
diferențe finite ; ele sînt tratate şi în lucrarea de față. Menţionăm că 
în ultima vreme se dezvoltă metoda elementelor finite: domeniul 


studiat — un domeniu plan de regulă — este conceput ca fiind alcă- 
tuit dintr-un număr finit de elemente triunghiulare articulate între 
ele la colțuri. Rezolvînd ecuaţiile de echilibru și de deplasări pentru 
vîrfurile triunghiului, se poate stabili starea de eforturi şi de deforma- 
ție a întregului domeniu studiat. Avantajul acestei metode constă 
în faptul că poate fi pusă sub formă matriceală și programată pe cal- 
culatoarele electronice. 

Fotoelasticitatea, metodă prezentată în lucrarea de față, a rămas 
principala metodă de investigare experimentală a stării de eforturi 
în domeniile plane, extinsă cu ajutorul procedeului înghețării eforturi- 
lor si asupra domeniilor tridimensionale. De asemenea, menționăm 
că elemente alcătuite din materiale neomogene pot fi tratate cu aju- 
torul fotoelasticității ; au fost realizate modele pentru grinzi de beton 
armat etc. Datorită progreselor cinematografiei, fotoelasticitatea s-a 
dovedit un mijloc de investigare experimentală a stării de eforturi 
datorite solicitărilor dinamice. 

În ultima vreme, domeniul cercetării cu ajutorul luminii pola- 
rizate s-a extins şi asupra comportării plastice a materialelor folo- 
sind cristale, materiale sintetice prezentînd ductilitate sau înveli- 
șuri birefringente. De asemenea, se fac studii pentru folosirea unor 
geluri în vederea studierii comportării reologice a materialelor sub 
acţiunea forțelor. 

O metodă care se extinde din ce în ce mai mult este metoda moiré- 
urilor cu aplicații pentru studiul stării plane de eforturi, dar mai ales 
— şi aici se pare că este greu de înlocuit — pentru studiul plăcilor 
plane şi al unor plăci curbe. 

Atît metoda fotoelasticității, cât și metoda moire-urilor şi-au sporit 
eficiența prin utilizarea calculatoarelor electronice cuplate la un dis- 
pozitiv fotoelectric de explorare a imaginilor. 

În fine, o metodă experimentală care, deși utilizată pe o scară 
mai redusă decît fotoelasticitatea sau metoda moirc-urilor, s-a dovedit 
potrivită pentru rezolvarea unor probleme de elasticitate plană sau 
pentru plăci plane, este metoda analogiei electrice. Problema este 
tratată în lucrare; aplicarea sa presupune construcția unei rețele 
electrice relativ simple, care îndeplinește funcția unui calculator elec- 
tric specializat în problemă. 

În două capitole din lucrare se dau elementele fundamentale de 
Teoria plasticității și Teoria liniară a vîscoelasticității. În domeniul 
'Teoriei plasticității, prezentarea este limitată la unele probleme legate 
strict de rezistența barelor drepte, schițîndu-se doar modul de atacare 
a problemelor în domeniul stării plane de eforturi şi al plăcilor. Este 
necesar să menționăm că, în special în ce privește plăcile plane, lite- 
ratura de specialitate cuprinde numeroase lucrări cu caracter teore- 
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tic şi tabele de proiectare stabilite pe baza liniilor de curgere (rupere) ; 
de asemenea, că un volum mare de cercetări este dedicat calculului 
sistemelor static nedeterminate, în special cu un grad înalt de nedeter- 
minare, în domeniul plastic. 

Din domeniul reologiei au fost prezentate problemele fundamen- 
tale. În stadiul actual, pentru inginerii constructori, în special pentru 
cei care se ocupă de structuri, Reologia dă puţine soluţii utilizabile 
în proiectare ; totuși, numeroase concluzii cu caracter calitativ, care 
se desprind din studiul fenomenelor, nu pot fi neglijate. Trebuie să 
menționăm că în acest domeniu, în problemele specifice construcției 
de maşini, unde intervin fenomene asemănătoare — ne referim la 
fluajul și relaxarea la temperaturi ridicate s-a ajuns la soluții apli- 
cabile în practică în numeroase probleme. De sigur, specificul exploa- 
tării construcțiilor este diferit de cel al maşinilor sau instalațiilor ; 
este însă de aşteptat ca aplicarea cunoștințelor de reologie să poată 
duce și la concluzii cantitative cu privire la comportarea și la proiec- 
tarea sistemelor constructive. 

În privința coeficientului de siguranță și în general al siguranței 
construcțiilor, concepțiile clasice sînt de asemenea în curs de evoluare. 
Într-adevăr, se constatase de mult timp că ansambluri de elemente 
solicitate mult peste limita admisibilă sau chiar de rupere a unora 
dintre elemente se comportau încă bine, în limita unor deformații 
care nu scoteau însă construcția din folosință, ceea ce a condus la 
formarea convingerii că în conformitate cu procedeele de calcul clasic 
admise, măsura siguranței ansamblului care este în ultima instanță 
ceea ce interesează — nu este legată direct de măsura siguranței 
elementelor componente. Fenomenele observate nu puteau fi puse 
decît în legătură cu o redistribuire a eforturilor, deci cu o imagine 
a comportării care nu era cea reală. Se vede de aici că stabilirea com- 
portării reale a materialelor, deci considerarea proprietăților elasto- 
plastice a lor, a impulsionat și revizuirea conceptului de coeficient de 
siguranță. Ca urmare, fenomene aleatorii, cum sînt caracteristicile 
fizico-mecanice ale materialelor și mărimile încărcărilor, au introdus 
noțiunile de frecvență și de probabilitate în mecanica construcțiilor. 

În lucrare se dau cîteva noțiuni elementare de bază pentru a putea 
expune concepţia probabilistă asupra caracteristicilor fizico-mecanice 
ale materialelor şi asupra încărcărilor accidentale, zăpada şi vîntul. 
Pentru prima categorie, discuția s-a purtat numai pe distribuţia 
lui Gauss, unanim adoptată în toate ramurile industriei și prescrisă 
și de standardele de stat. În ceea ce privește distribuțiile unor feno- 
mene cum sînt vîntul și zăpada, ele sînt dictate de obsrvaţii îndelun- 
gate şi nu pot fi obţinute prin nici un alt mijloc. În același capitol al 
lucrării se arată ce interes deosebit prezintă concepția statistică în 
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privința siguranței unei construcții, prin aceea că indică şi unele căi 
de realizare a acestei siguranțe sporite. Într-adevăr, noua teorie arată 
clar că menținerea unei uniformități în realizarea unui produs cu 
anumite caracteristici (de exemplu realizarea unei mărci de beton) 
este mult mai economică (printr-o siguranță sporită), decît tendința 
de a spori calitativ caracteristicile acelui produs. 
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STAREA DE EFORTURI SI DE DEFORMATIE 


2.1. STAREA DE EFORTURI OMOGENĂ 


Intr-un element de construcție în echilibru sub acțiunea forțelor 
exterioare (dar tot atît de bine sub acțiunea diferentelor de tem pera- 
tură, sau a unor deformații impuse), iau naștere eforturi. În < 
cel mai general starea de eforturi este tridimensională Dacă 
un punct O (fig. 2.1) se fac succesiv diferite secțiuni pe fieaate see 
une în acest punct va acționa un efort unitar diferind de a 
ca intensitate, cît și ca direcție de la o secțiune la alta. Pentru a defini 
starea de eforturi într-un sistem de 
referință cartezian Oxyz, se consi- 
deră o particulă materială de for- 
ma unui paralelipiped cu laturile 
infinit mici dx, dy, dz cu un vîrf 
în punctul O; la limită, cînd dx, 
dy şi dz devin nule, particula se 
reduce la punctul O. 

Pe fețele paralelipipedului vor 
acționa forțe; acestea pot fi defi- 
nite în funcție de eforturile uni- 


tare de pe fețe, presupuse constante 
în aceste domenii infinit mici; 
eforturile unitare de pe fețe pot fi 
descompuse după direcțiile axelor 
sistemului de referință adoptat. 
Din cauza dimensiunilor. infinite- 


Fig. 2.1 zimale ale feţelor se consideră că 
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eforturile unitare acționează în punctul O pe secțiunile paralele cu 
fețele paralelipipedului. 

Ca sistem de notație: componentele normale o sînt afectate de 
un singur indice : cel al axei normale la suprafața pe care acționează ; 
componentele tangenţiale sînt afectate de doi indici: primul indice 
este al axei normale pe față (acelaşi indice ca şi al efortului unitar 
normal cu care este asociat), iar al doilea indice este dat de axa cu 
care efortul unitar tangenţial este paralel. Componentele de pe fețele 
văzute ale paralelipipedului sînt considerate pozitive dacă au același 
sens cu axele sistemului de referință. Componentele eforturilor u nitari 
vor fi deci: 

pe fața perpendiculară pe axa OX: Os, Try, Ta: 

pe fața perpendiculară pe axa Oy: Gys Tyer “Ta 

pe fața perpendiculară pe axa Ca: Ca Tae “Ea 


Cele 9 componente pot fi aranjate într-un tabel : 


sn Targ | 
{ 
Ty. Oy Tys? 


e de al 


Dacă aceste componente își păstrează mărimea în orice punct, 
starea de eforturi este denumită omogenă. 

În acest tabel numai 6 componente sînt distincte ; din condițiile 
de echilibru (ecuaţiile de moment) rezultă dualitatea eforturilor tan- 


UA 
gențiale (v. $ 2.6): 


ay T pa Va “my > Va 
Cele 6 componente distincte sînt suficiente pentru a putea deter- 
efortul unitar care acţionează în punctul O pe o secțiune oare- 


mina 
care. 

Considerăm (fig. 2.2) un tetraedru realizat prin intersecția para- 
lelipipedului elementar cu un plan înclinat a cărui normală exte rioară 
v are față de cele 3 axe de coordonate cosinusurile directoare : 

l = cos (v, %); m = cos (y, y); n = cos (v, 2). 

Dacă aria feței înclinate este considerată egală cu unitatea, atunci 
fețele conținute în planele yOz, z0x şi xOy vor avea arii egale cu 
cosinusurile directoare. Notînd cu s efortul unitar pe fața înclinată, 
iar cu S, Sy Şi s, componentele sale paralele cu axele, se pot scrie 
următoarele ecuaţii de echilibru: 


er 


Sg = Opl F Tya F Tan 
A. a a m a 99 
Sy = Tyl H OM T TayM (2.2) 
S, = Tal F og + aM. 
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Proiectînd c entele s,, s,, S ă 
= d componentele So Sp Se pe normală se 
nenta normală c a efortului unitar s: 


o = Sl + sym + smn 


Fig. 2.2 


iar prin scădere geometrică se obţine 


sau analitic: 


Inlocuind 
s şi ordonînd se obține: 


o 2 4. 4 2 
5 l oym? + on? + 2ryim + 2rymn + 2r nl* (2 
i 2i i baut 
Li 


9 


componenta tangențială 7: 
î 7 af: 


$ — o. (2.4) 


in expresia ç valorile componentelor efortului unitar 


Rj 
24.9) 


9 PRAI ii 5 7 
22. EFORTURI UNITARE PRINCIPALE. EFORTURILE UNITARE OCTAEDRICE 


În caz vA fata încli Soz st > g 
In cazul că fața înclinată a fost astfel aleasă încît efortul unitar s 


să se red 
ol, 


ucă la componenta normală c, componentele 
om, on; introducînd aceste valori în expresiile (2.2) se obţine 


Sp Sy $; devin 


* D)etermin: ae ` Y . 
di aceea componentelor normală și tangenţială ale efortului unitar p 
aţi clinat? 'mează Te Aa Arana A F i i 
a urmează regulile de transformare ale tensorilor. Efortul unitar EA un 


Junct este deci ări ială 
punct este deci o mărime tensorială sau un tensor. 


"Wyt? a "xz. 


99 


4 
cet eta ler ă si Cele 9 componente sint compone 

tensorului în sistemul de referință ales ; tensorul este aa deoarer ie 

ste s drece $ 


"xy “Yo 


obține compo- 


(2.3) 


| 


un sistem omogen de trei ecuații liniare în Z, m şi n al cărui determinant 
trebuje să se anuleze pentru a se obține soluții diferite de zero, deci : 


Os — O Tyz Tag | 
D mr iar Oy = E Ta | x 0. (2.6) 
| Tyg Tyg Lo == e | 


D = 0 reprezintă relația de condiție între cele şase componente 
de pe fețele normale ale tetraedrului și efortul unitar o de pe fața 
înclinată, pentru a avea pe această față t = 0. 

Prin dezvoltarea acestui determinant se obține o ecuație de gradul 3 
în o având 3 rădăcini reale o}, Sa şi 03, care sînt eforturile unitare prin- 
cipale. Ecuația poate fi scrisă și sub forma : 

Ia = 0: (2.7) 

Coeficienții J}, Ia şi 1, se exprimă în funcție de componentele 
eforturilor unitare pe fețele paralelipipedului elementar construit, pe 
axele sistemului de referință, ales arbitrar. Cum eforturile unitâre 
principale — rădăcinile ecuației nu depind de sistemul de referință 
ales, nici coeficienții J4, I» I nu pot depinde de el; în consecință 
ei sînt invarianţi ; calculînd determinantul (2.6) și ordonîndu-l după 
puterile lui o rezultă pentru acești invarianți expresiile : 


o? — Ijo? sf l6 ja 


lim Ga 4 Oy T Or 
9 9 Sa 
| Jan R E 9 Ri 
I, = 60y + OyO; H 0,05 — (Tiy F Tye F Taa) (2.8) 
| Ga Tyx Tsx | 
Ia = | Tay G, Tay | - 
| Taz Tyz G, | 


Direcțiile după care acționează eforturile unitare principale c4, 
cə» o, denumite direcțiile principale formează un triedru rectan- 
ilar. Ca regulă, cu o, se notează efortul unitar normal maxim, 
r cu o, efortul unitar normal minim. 

Dacă prin punctul O (fig. 2.2) se alege un paralelipiped cu laturile 
orientate după direcţiile eforturilor unitare principale, componentele 
efortului unitar s pe o față înclinată, avînd cosinusurile directoare 
ale normalei Z, m, n, se pot calcula aplicînd formulele (2.5) şi (2.2) 
în care 


gt 
ia 


0, = 0 Oy = Oy Op = Og ŞI Tiy = Tys = Ta = 0 
o = o + om? + ogn? 
eE ol ae si 4 si A 82 g’ 
sau 
ca (6, om? -+ (o — Sa) mn? + (03 o) ni (2.9) 


Componentele efortului unitar s după direcțiile principale sînt 
conform formulei (2.2) 


3, = cul: Sy = OM; Sa == Ozn. 

Calculînd cosinusurile directoare 
din aceste expresii şi introducîn- 
du-le în relația 

PH mpn =l 
se obține ecuația elipsoidului efor- 
turilor unitare, denumit și elipsoi- 
dul lui Lamé 


=y 


h= = 1 (2.10) 


O: 
3 


care reprezintă locul geometric al 
extremității efortului unitar s consi- 
derat ca vector cînd normala la fața pe care acționează ia toate orien- 
tările posibile în spațiu în jurul punctului O (fig. 2.3). 

Pentru o față paralelă cu una din direcțiile principale unul din 
cosinusurile directoare este nul. Astfel, pe o față perpendiculară pe 
planul xOy, paralelă cu axa Oz, n = 0; efortul unitar tangențial va fi 
conform relației (2.9) ]. 


(6, — o-)lm sau 7 1 —— sin 2a 


Saik di TENTEA , PE E E 
în care a este unghiul făcut de fața înclinată cu planul xOz (fig. 2.4%). 


Pentru a = T z are valoarea maximă : 


A SP (2.11a) 
ma m mg = 9 


În mod asemănător se obțin: 


Oa — O3 < e 
ty = — ȘI To = 


(2.11b) 


Se vede cå mt ts ttam , aa ut Salt 
Cele trei eforturi unitare tangențiale T3, za ȘI Ta sint papei e efor- 
turi unitare tangenţiale principale; ele sînt cuprinse în plane re 
formează un dodecaedru rombic, iar direcțiile lor formează muchiile 
unui octaedru regulat (fig. 2.5). i ani 
În funcție de eforturile unitare tangenţiale principale, 5 osinc 

H i i ă 0 aor A re y area 

relația (2.9) efortul unitar tangențial pe o față oarecare are valoare 


2 = 4(z Pm + 2 mn? + tå mb). 

Dintre eforturile pe planele înclinate o importanță teoretică legată 
de proprietățile plastice ale materialelor o au eforturile unitare octa- 
edrice, adică acelea care acționează pe planele egal înclinate aia 
de axele principale. În acest caz, cosinusurile directoare sint egale 


1 STA 


ÎS Mm = N = 0,577 


v3 


aj 


* După Filonenko-Borodici. 
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şi introducînd valorile lor în (2.9) se obține: 


] menta a = ec aeaaea 9 a 
Mapa > V (o. = da)? + (o — oa Pio 0)? = z Vă F T aa e 
ə 


In cazul în care eforturile unitare principale nu sînt cunoscute 
componentele efortului unitar octaedric pot fi exprimate în functie 
de componentele (2.1) i 


Ga + Oy + oz 
Ooct = = _9z z 
1 
Toa == 3 V(0,— Gy) (6, T 0,):+(6,—o0,)2- Clty i Tyi m Pee ] (2 13) 


2.3. STAREA PLANĂ DE EFORTURI. CERCUL EFORTURILOR UNITARE 
CERCUL LUI MOHR 


Starea plană de etorturi este un caz particular, caracterizat prin 
absența eforturilor pe fețele perpendiculare pe una din axe. Avînd 
în vedere libertatea în alegerea axelor de coordonate această axă 
se notează de regulă Oz. În acest caz o, = 7, = Ty = 0 iar tensorul 
efortului unitar are drept componente c, o, Și Tsy = Tyr- 


_ In paralelipipedul cu vîrful O facem o secțiune cu un plan trecînd 
prin axa Oz (normal pe planul fig. 2.6 a cărui normală face cu axa 
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Ox unghiul « (sensul pozitiv fiind cel trigonometric). Efortul unitar 
pe această față are drept componente o şi t; componenta normală 
se obține din expresia (2.5) în care cosinusurile directoare au valorile 
l = cos a şi m = sin & 


o = o, + om? + 2rplm = 
EA A ON EE PO -0s i 
= o,cos?a + oysin?a -+ ZraySin a COS a = 


Ox + Gy 


e AOL E sa SE = cos 2a + tysin 2g. (2.14) 


Valoarea componentei tangențiale t se obține cu ușurință proiec- 
tînd componentele s, și Sy 


T= § mM — Sl = 
= (o, — ©) Im + tym — P)= 
= (6, ) 


= Si — sin 2a — Ty COS 2a. (2.15) 
E 


„— s,)sin a cos a + Ty(sina — cos? a) = 


Determinarea eforturilor unitare principale se face anulînd deter- 
minantul (2.6) care în cazul stării plane ia forma: 


e zal 
072% ine Aita pe] a 0 (2.16) 
Toy 0, — 6 
echivalentă ecuaţiei : 
02 — o+ =0 (2.17) 


în care I si I, sînt invarianți avînd valorile: 


7 


[i [i a 2 
I= 6s F O şi D == Gay 73 Ta 


> 


Cele două rădăcini ale ecuaţiei (2.17) sînt eforturile unitare normale 
principale : 


mute IP ea 


Direcţiile eforturilor principale se obțin din condiția (2.15) în care 
tinind seama că 7 =0 


2 
tg 2a, =. (2.19) 
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Eforturile principale cı și o, sînt valorile maximă respectiv minimă 
ale componentei normale, ceea ce se demonstrează anulînd deri- 
vata expresiei (2.14) în raport cu a. 

Eforturile unitare tangențiale principale acționează pe fețe încli- 
nate cu — față de direcţiile eforturilor unitare normale principale. 

4 


Anulînd derivata expresiei (2.15) se obține: 


[oi ei d 
ta Dop ee e e, 2.20 
9 Xa D ( )) 
2Tay 
Se vede că (tg 2a.) (tg 2a) = —1 deci direcțiile 2«, diferă de 


2% cu un unghi drept; înseamnă că direcţiile eforturilor unitare nor- 


male principale diferă cu — de cele ale eforturilor tangențiale princi- 


4 
pale (fig. 2.7). 
Ele au valoarea : 
1 Ta = 51 — G DO 
pe PE cs =: Me] ma a 2, 2-4 \ 
“man min — E = Víc, Ei Oy ) | Area i 5 (2.21) 


Variația eforturilor unitare cînd unghiul « variază continuu poate 
fi reprezentată cu ajutorul cercului eforturilor unitare, al cercului lui 
Mohr. Efortului unitar care acționează în punctul O pe o față oarecare, 
i se asociază într-un sistem de referință c, t un punct avînd abscisa 


nentei tangențiale (fig. 2.8). Convenția de semne: o este pozitiv 
cînd produce întindere şi negativ cînd produce compresiune ; ‘e este 


egală cu valoarea componentei normale, iar ordonata cu cea a compo- 


CĂ 


V, T>0 
Y P@.T) en - & 


m 
iii T>0 
pozitiv* cînd împreună cu perechea lui de pe fața opusă produce un 
cuplu care se rotește în sens orar. 

Cu această convenție eforturile unitare acționînd fețele unui para- 
intă prin două puncte: punctul P reprezintă efortul 


| 
| 


elipiped se rep 
3 


unitar de pe fața paralelă cu axa Oy, iar punctul Q cel de pe fața para- 
lelă tu axa Ox (fig. 2.9). 


Fig. 2.9 


* Această convenție modifică convenţia de semne făcută inițial: cu această con- 
venţie în expresiile (2.14), (2.15), (2.19) şi (2.20) semnul termenilor cuprinzind tyy se 
schimbă : o păstrăm numai în construcția cercului lui Mohr. 
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Locul geometric al punctelor reprezentind stările de eforturi care 
se obțin variind continuu unghiul a este un cerc a cărui ecuație se 
obține eliminînd unghiul a între cele două expresii. 


Oa + Oy]? A o, Gyy2 R Gwn 
S F br = m : ') EN (2.22) 


a 


9 
Cercul are centrul în punctul C de coordonate : 


= : q = Ql; raza cercului este 


a 
|] 


pe Da Lois i ăi. 


Eforturile unitare principale sînt reprezentate: cele normale o, 
şi o, prin punctele S1 și S (t = 0) cele tangențiale Tmar ȘI Tmin Prin punc- 
6i t Ga 


tele T, şi T, [o = 2i : (fig. 2.10). 


Efortul unitar pe fața înclinată cu unghiul « este reprezentat de 
punctul S care se determină parcurgînd din P în sens trigonometric 
arcul PS care se vede din centru sub unghiul 2a. Se poate demonstra 
acest lucru rotind conturul CP” P cu unghiul 2a (astfel ca P să coin- 
cidă cu S) şi proiectîndu-l pe cele două axe o și 7. Rezultă un al doilea 
element al corespondenței între eforturi și cercul lui Mohr: unghiului 
pe care îl fac două secțiuni îi corespunde în cercul lui Mohr, la centru, 
un unghi dublu măsurat în același sens. 


Fig. 2.10 


Această observaţie dă posibilitatea determinării și a direcțiilor 
clorturilor unitare principale: de la punctul P se ajunge la S, parcur- 
vînd în sens orar unghiul 2a,. (Între direcțiile eforturilor o, și o, 
este tot unghiul a, (fig. 2.11). Pentru a obţine unghiul «, se duce din 
S, o dreaptă prin P’ (simetricul lui P față de axa o); direcția etortu- 
lui unitar o, se obține unind S, cu Q’ (simetricul punctului Q). 


îi 


sS 


at) 


În fig. 2.12 sînt reprezentate, cu ajutorul cercului lui Mohr mai 
multe stări de eforturi. Cazul a reprezintă starea de eforturi într-o 
„= 0. Efortul 


bară solicitată la întindere: o, = 61; 0y = 0; Tiy = Tyg 
unitar într-o secțiune înclinată, făcînd unghiul a cu secțiunea normală 
este definit de punctul P. 

Cazul b reprezintă starea de eforturi într-o grindă încovoiată. 
Punctul P reprezintă efortul unitar dintr-un punct în secțiunea nor- 
mală (o, Tẹ) iar punctul Q efortul unitar de pe fața perpendiculară 
în acelaşi piinct (o, = 0; Tye = Tag): 

Cazul c reprezintă starea de forfecare pură (o, = oy = 0; tay == 0). 
Eforturile principale sînt egale ca valoare dar de semne contrare 
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0, = — 0, = Ty. Starea de forfecare pură asupra unui element pris- 
matic, poate fi deci realizată prin întindere și compresiune egale pe 


două direcții perpendiculare. 
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2.4. CERCUL LUI MOHR ÎN CAZUL STĂRII SPAȚIALE DE EFORTURI 


Revenind la problema tratată în $ 2.1, presupunem cunoscute 
lirecțiile şi mărimile eforturilor unitare normale principale c, c, 
Și o, în punctul O (fig. 2.13, a). Pentru a defini o secțiune înclinată 
în punctul O construim în jurul acestui punct o sferă de rază foarte 
nică pe care o considerăm egală cu unitatea. Poziţia unui punct P 
pe această sferă este definită de coordonatele sale egale în valoare 
u cosinusurile directoare ale razei sferei (care coincide evident 
cu normala) în punctul P. 


COS ge Își Cos pm COSY = 


Prin punctul P facem o secțiune în corp cu un plan tangent la 
sferă. Efortul unitar în secțiune are componentele o după direcția 
razei şi + în planul tangent. În felul acesta, unui punct de pe sferă 
îi corespunde o secțiune pe care acționează un efort unitar care poate 
li reprezentat prin punctul S în planul lui c, 7 (fig. 2.13, b). Pe plauete 
tangente în punctele P,, P, și P} acționează eforturile unitare princi- 
pale c1, © şi oz. Deoarece acestor eforturi le sînt asociate eforturi 
unitare tangențiale nule, punctele corespunzătoare în planul o, 
vor fi S,, Sə Sa (păstrînd convenția o, > o > ca). 

Pentru a reprezenta în planul c, + efortul într-o secțiune oarecare 
(planul tangent în punctul P) se folosesc relațiile (2.9) şi relația din 
trigonometrie 2 + m? + n? = 1: 


o = ol + oom? + ogn? 


T = G + om + om — o. 


Fig. 2.13 
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Rezolvînd aceste ecuaţii în funcție de cosinusurile directoare Ż, 
m, n, se obține: 


2 = (oa — ses sit E, m? = (nu 7 OE G 
(62 — o1) (03 — 51) (63 — Sa) (oi — 62) (2 99) 
(2.49) 
Joes (6, — o)lo2 — o) +72 : 
(01 — 53)(02 — 63) 


Punctele pentru care unul din cosinusurile directoare este constant, 
se găsesc pe un cerc; pentru n = cos y = const. punctele se găsesc 
pe un cerc paralel al sferei cu polul în P}. În acest caz ultima din 
expresiile (2.23) devine: 


| 


2 a n ad 
(6, — 0)(02 — 0) + 7? = m(o, — Ga)(02 — Ga) = const 
Aceasta este ecuația unui cerc care mai poate fi scrisă sub forma : 
oit oa)? , L foamea, 
(o — 2 +e = mlos — aloa — oa) + (277 


} 


C î = aa DE iaca 
Cercul are centrul în punctul Cı de abscisă-+—— ; pentru orice 


. . . . . 2. [i LA AY 
alte valori ale lui n se obțin cercuri concentrice (v. fig. 2:13, BY: 


Fig. 2.14 


Pentru n = 0, deci pentru punctele situate în planul OP,P, se 
obține ecuația cercului lui Mohr pentru starea plană de eforturi 


oi + oa)? y 
G riii za te T? = 
2 


Punctele situate pe un cerc meridian 
trecînd prin polul P, (v. fig. 2.13, a) 
(5' și è” constante) au un raport con- 
stant între cosinusurile directoare } şi 
m; scriind (l/m)? = const., prin împăr- 
țirea primelor două relații (2.23) se ob- 
ține ecuația unui cerc care are centrul 
pe axa o. Este evident că acest cerc 
trebuie să treacă prin punctul S, (cores- 
punzînd polului P3) şi să întilnească 
cercul (0,, 62) în punctul care cores- 
punde. stării de eforturi din punctul A 
de pe sferă. Pe această bază construc- 
ţia este dată în fig. 2.14. 

Punctului P îi corespunde efortul 
unitar reprezentat de S. Componenta Fig. 2.15 
o este determinată ca intensitate şi ca 
direcție, iar componenta 7 numai ca intensitate. 

Efortul unitar octaedric se obține printr-o construcție simplă 
care se demonstrează ținînd seama că abscisa centrului de greutate 
al unui triunghi este media aritmetică a absciselor vîrfurilor 
(fig. 2.15). 


2.5. DEVIATORUL EFORTURILOR UNITARE 


O stare omogenă de eforturi poartă numele de deviator (al etortu- 
rilor) dacă suma algebrică a eforturilor unitare principale este nulă 


cı + oa + o3 = 0. (2.24) 


Orice stare de eforturi reprezentată prin eforturile unitare princi- 
pale poate fi descompusă într-o stare de întindere sau compresiune 
uniformă* după toate direcțiile şi un deviator; se verifică ușor 
(fig. 2.16) că starea de întindere (compresiune) uniformă este caracteri- 


* În literatura de specialitate se foloseşte şi termenul de presiune hidrostatică 
(pozitivă sau negativă) sau de stare izotropă de eforturi. 


zată printr-un efort unitar egal cu media eforturilor unitare princi- 
pale : 


și un deviator. 


Fig- 2.16 


Scriind valorile eforturilor unitare principale ale deviatorului sub 
forma : 


20, 03 Og EA E SG 
— O = - = 2 
S1 Oo z 3 i 3 
203 — 03 LA Oz — os | Sa — Ga 
Ga — © => - 
5 i 3 3 3 
203 — 01 — Ga __ a 01 | Oa — Oe 
03 — 09 =- TS e 3 


se observă că deviatorul poate fi descompus în trei stări de întinde- 
re şi compresiune egale ca valoare (pe fețe perpendiculare) care cons- 
tituie stări de forfecare pură (fig. 2.17). 


l 
g-a) 7-0) 

I Pia E URAA L-0) 

70) CCI 

+ Ni T 
l 
Ne-o) 7E 
Fig. 2.17 


Componentele deviatorului pot fi înscrise într-un tabel în 
funcție de eforturile unitare principale sau de toate componentele 
tensorului S: 


[oi — 09 0 0 
D, = 0 CI ai ci) 0 
0 0 Op — 09 
sau 
[5 — 69 ar Tes | 
D, = Tm Op — 60 tn (2.26) 
| Tag Tyg 0, — ul 


Cercul lui Mohr pentru deviatorul eforturilor se determină ca în 
fig. 2.18 din cercul eforturilor prin translația axei Or. 

Deviatorul eforturilor are efortul unitar normal octaedric nul; 
pe fețele octaedrului acționează numai efortul unitar tangențial octa- 
edric ; valoarea efortului unitar tangențial octaedric al deviatorului 
este egală cu cea a stării date de eforturi. Pe această bază A.A.Iliușin 
a introdus deviatorul de similitudine împărțind componentele devia- 
torului la efortul unitar tangențial octaedric: 


z= 0 
ali 00 a aa: (2.27) 
To To 
0 ARE e 


Pentru deviatorul de similitudine efortul unitar tangențial octa- 
edric este egal cu unitatea. 


+ 
S t Ga] 0 + 0 + 0 
AE 3 
Fig. 2.18 
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2.6. ECUAȚIILE DE ECHILIBRU. CON DIȚIILE PE CONTUR 


În cazul unei stări neomogene de eforturi, eforturile unitare varia- 
ză în interiorul corpului. Sistemul de forțe exterioare fiind considerat 
invariabil, eforturile unitare sînt funcții de coordonatele punctelor ; 
pentru puncte infinit apropiate, componentele eforturilor unitare 
vor diferi prin cantități infinit mici. Considerăm un paralelipiped 
cu laturile dx, dy, dz (fig. 2.19); componentele eforturilor unitare 
pe feţele trecînd prin punctul O sînt o, Gy, O, Tsy» Typ Tax) Valorile 
eforturilor unitare acționînd pe feţele opuse, trecînd prin punctul P 
pot fi exprimate în funcție de primele prin dezvoltare în serie Taylor 
păstrînd numai termenii conținînd diferenţiale de ordinul întîi și negli- 
jînd termenii cu diferențiale de ordin superior. Ca urmare, efortul 
unitar pe fața perpendiculară pe axa Ox va avea drept componente : 


0, + dos dx; Tay + Tay dx ; Ty, F ITa dx. 

Ox i Ox 

Pentru celelalte fețe eforturile unitare se calculează în mod ase- 
mănător. În fig. 2.19 au fost reprezentate numai eforturile üúitare 
de pe fețele perpendiculare pe axa Oz. Forțele care acționează para- 
lelipipedul elementar se calculează evident înmulțind eforturile uni- 
tare cu ariile suprafețelor pe care acționează. Astfel, pe direcția 02 


forțele sînt c dxdy ; o, + i dz) dxdy ; Ta dydz ; [e 4- Sas dx] dydz ; 


dx 


i dxdz. 


Tyr (> + 


Oy 
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În cazul că acționează și forțe masice (greutatea proprie, forțe 
de inerție de exemplu) ele se consideră aplicate în centrul de greutate 
1 paralelipipedului ; mărimea lor se exprimă în funcție de compo- 
nentele X, Y, Z ale forței acționînd unitatea de volum. Forța masică 
are acționează paralelipipedul are deci componentele X dxdydz; 


Y dxdydz; Z dxdydz. ; 

Scriind cele 6 ecuații de echilibru (3 de proiecție şi 3 de moment) 
We forțelor care acționează paralelipipedul, după reducerea terme- 
nilor asemenea şi simplificări se obțin următoarele ecuații diferen- 
tiale de echilibru : 


oo OTy Fea = 
SA a i oja z% hX = 0 
Ox Oy Oz 
ĝo Ora = 
pa CR ap Ce 20 VF ana (2.28) 
Oy Ox 
0S; Or Or r z 
== T — aO a EE 0 
Qz Ox Oy 
Tay = Togo pa Tay Taz T Taz 


In cazul stării plane de eforturi, aceste ecuații se reduc la: 


Do da 0 

Ox  ðy 

0oy 9 > 

pt d pg (2.29) 
Oy 0x 

Tay = Tyg 


Pe contur, eforturile unitare trebuie să fie egale cu forțele exte- 
rioare. Notînd cu X, Y și Z componentele forțelor de pe contur (ele 
au dimensiunile unor presiuni F - L-2; aceleaşi dimensiuni ca și efor- 
turile unitare), cu Z, m şi n cosinusurile directoare ale normalei exte- 
rioare la contur şi aplicînd formulele (2.2) în care rolul componentelor 


Sx, Sy ŞI s, este jucat de X, Y şi Z obţinem: 


X = ol + Ty + Th 


= Tyl H oM + Tyn (2.30) 


Z = Tal F Tym + omn. 


În cazul stării plane de eforturi aceste expresii devin (fig. 2.20): 
X = ol + Tym 
(2.31) 


Y = tyl + om. 


A 


Fig. 2.20. 


2.7. DEFORMAȚIA. DEPLASĂRI ȘI DEFORMAȚH SPECIFICE 


Deformația unui corp poate fi definită în două feluri. Unul din 
ele porneşte de la aceea că prin deformare punctele materiale își 
modifică poziția. Deplasările punctelor pot fi exprimate prin proiec- 
tiile deplasărilor lor u, v şi w pe axele de coordonate (fig. 2.21, a). 


x + 2 ax 
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\ doilea mod porneşte de la observația că un corp poate fi considerat 
Wcătuit din cuburi elementare ale căror laturi infinitezimale prin 
leformație își schimbă lungimile și unghiurile plane dintre ele. Corpul 
deformat poate fi reconstituit juxtapunînd cuburile deformate astfel 
incît fețele care coincideau înainte de deformare să coincidă și după 
deformare. Studiul deformației presupune deci cunoașterea deforma- 
țiilor specifice liniare (e) și unghiulare (y) în fiecare punct. 

Relaţiile dintre deplasările punctelor şi deformațiile specifice în 
punctele respective sînt diferențiale. Trasăm în planul xOy înainte 
le deformare două segmente AB şi AC infinit mici perpendiculare 
între ele (fig. 2.21, b). Prin deformare punctul A se va deplasa în 
|”: cele două proiecții ale deplasării sînt u și v, funcție de coordo- 
natele punctului A. Deplasările punctelor B și C infinit apropiate, 
pot fi evaluate în funcție de deplasarea punctului A prin dezvoltare 
în serie Taylor în care se rețin numai termenii conținînd prima dife- 
rențială ; punctele B şi C vor avea aceleași deplasări ca și punctul 
| cu mici creşteri, și anume: 


r 5 SI = Qü š g p Qy 
punctul £ pe orizontală u + — dx; pe verticală v+ — dx 
i Ox Qx 
r : > Pa Re AT RD : M Ov 
punctul C pe orizontală u + > dy; pe verticală v+ — dy. 
Oy Oy 


Lungimea segmentului AB, inițial dx, se mărește devenind: 


RA 
gu 


[da -+ — dx]; lungirea specifică va Hg 
| OA | S 
ĝu 
— dy 
3 0g du 
i da Oa 


Unghiul drept din A scade cu valoarea lunecării y,, compusă din 
două părți y’ şi y” ; luînd ca mărime a unghiului valoarea tangentei: 


Ov 
dx 
A as toy = Oa CE > i a tay” = Ci E 
y = tg y = —— = ; y” =æ tg y” = — se serie 
da Ox Ov 
Qu gdi 
{ xy > omiaa Gr 
i Oy Oa 
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Analog, efectuînd calculele și pentru celelalte două plane, se obțin 
relațiile diferențiale între deformaţiile specifice și deplasări 


E ðu Ou dw 
e, = — x Ey < — H E€, => CI 
ðx Oy Oz 
ðu gv Qu ðw ow gu z 
Ya = +H; Yn = + "on A = i . (2.32) 
ðy 0x i Oe Oy aj Ox dż 


Cele șase mărimi definite prin relațiile (2.32) caracterizează com- 
plet starea de deformație într-un punct și sînt considerate compo- 
nentele deformației corpului într-un punct. i 

In cazul stării plane deformațiile specifice se reduc la s,, ey și Yy 
iar deplasările la u şi v cu expresiile date mai înainte. 


2.8. VARIAŢIA DEFORMAȚIILOR ÎN JURUL UNUI PUNCT 


„In paragraful precedent au fost examinate deformațiile specifice 
liniare şi unghiulare ale unui element paralelipipedic dreptunghiular 
cu originea în O și laturile orientate de-a lungul axelor de coordonate. 
In funcție de deplasările specifice definite de relațiile (2.32) poate fi 
determinată lungirea specifică a unui segment OP de lungime infinit 
mică ds considerată egală cu unitatea, orientat după o direcţie defi- 
nită prin cosinusurile directoare l, m şi n; evident proiecţiile segmen- 
tului unitar vor fi dx =}; dy =m; dz =n (fig. 2.22). 
Dacă deplasările punctului O sînt u, v şi w deplasările punctului 
P infinit apropiat, notate cu u, v, w, pot fi exprimate în funcţie 
de acestea prin dezvoltarea în serie Taylor (deoarece deplasarea cît 
ŞI componentele ei sînt funcții de punct) păstrînd numai prima derivată: 


Qu du 
u, = u + — dx + — dy 
0 Oy 


Ju 
du d 


ska 
5 | 


Oz 
Ținînd seama că dx = l, dy 
=m, dz = n cele 3 componente ale 

deplasării devin 


ou du ou 
u, = u >l 4 m+n 
ox Oy üz 
ov Qw „Oy 
vw, = va —l- m -+n 
ox Oy Oz 
ðw du Qw 
f: w =w+—l-ṣ4 m + —n 
Fig. 2.22 Ox Oy Ox 
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(u, — u), (uu—9), 
(w, — w); proiecţiile segmentului OP după deformare devin deci 


Lungirile absolute ale proiecțiilor sînt: 


ðu Qu ðu 
a= l4-—l 4 m+n 
ox oy Oz 
ðv Ju Qv 
Bam e + m+u 
0x Qy Oz 
Jw Jw Qw 
ca nt LA m 
Oa oy gz 


Notînd cu s lungirea specifică a segmentului ds = 1, scriind că 
(1 + £)? = @ + b + 2 neglijîind infiniții mici de grad superior și 
ținînd seama de relațiile (2.32), precum și de relația 


Py m+m=l 


se obține valoarea lungirii specifice e; pe o direcție de cosinusuri 
directoare l, m, n 


(2.33) 


e = El + eym? + en? + Yah + YymMn F Yanl. 


Pentru a obține valoarea lunecării y presupunem un al doilea seg- 
ment ds’ — i perpendicular pe primul avînd cosinusurile directoare 
"m, n’. Condiţia de ortogonalitate se scrie: 


W + mm + n =0. 


Pentru a determina lunecarea specifică folosim produsul scalar 
lintre cele două segmente ds şi ds’ (după deformare), considerate 
ca vectori : 

cos (ds, ds”) = LG + mm, + nmi; 
l, My nı, reprezintă cosinusurile directoare după deformare ale seg- 
mentului ds. 

Valoarea cosinusului director l, este: 


T A ra at 
à l +e 


expresie care se poate scrie dezvoltînd în serie (1 + =)! şi reținînd 
primii doi termeni 


(i +e) = 1 — e deci 4 = a(1 — e): 
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în 


cuprind deformațiile 


ce 
CE, 


E [i 
ȘI 7 


rezultă 


de 


făcînd 
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Făcînd produsul 


a(l + s)! 


care se neglijează produsele 


liniare la puterea întîi (de au valorile 


0 


asemănător se calculează cosinusurile directoare 


Efectuînd operaţiile și ținînd seama că 


cos (ds, ds”) = cos |7 - Y] = SIE 
9 , 


lunecării y, adică a unghiului cu 
segmente i 


2(e bl + emm + enn) + Yy: 


N 


Ecuația (2.33) dă posibilitatea unei interpretări geometrice a stării 
de deformație într-un punct al corpului. 
Presupunem în direcția segmentului ds un vector 


Coordonatele extremității 


(2.33) substituția : 


se obține ecuația : 
E% + 
reprezentînd o suprafață cuadrică. 


Axele suprafeței formează un triedru ortogonal; notînd cu s, 
si s, deformațiile după direcțiile axelor suprafeței, ecuația se scrie: 


2 eP H Ypy F Yatt H Yay =k (2.35) 


So 


gx? Ea V? Sud = k, (2.36) 


Dispariția termenilor conținînd produsele xy, yz şi zx se datorește 
anulării coeficienţilor repreze ntînd ieis cările specifice relative. Aceste 
axe poartă numele de axe principale de deformaţie iar detormațiile 

iniare ei dale mate de deformații principale. 

Faţă de aceste axe expresiile (2.33) și (2.34) devin: 


e = el + es m + egn? 
y = (ell + semm + eann’). (2.37) 
parae direcțiile per rpendiculare pe planele octaedrice (planele de 
ă înclinare față de cele trei axe principale pentru care A = 
SR 1/4/3), se obține lungirea specifică 
i se N a (2.38) 


Qo 


I aralelipipedul elementar dx dy dz are o deformație volumica 


specifi că 


AV __ Ure + e e) — 1] da dy dz i a d 


| 

| 

| 

| 
[4] 
q 
(G) 


ðx y Oz 
Exprimînd în funcție de deformaţiile liniare principale 


(2.40) 


2.9. DEFORMAȚIILE ÎN CAZUL STĂRII PLANE DE DEFORMAȚII, CERCUL 
LUI MOHR PENTRU DEFORMAȚII 


În cazul unei stări plane de eforturi în planul xOy sînt nule 
ile: m, e, Yy Ya. Notînd cu æ unghiul format de nt 


u axa Ox cosinusurile directoare sînt / = cosa; m Stă oi 


Cote uta 1 . a A | pei i A FE Sia or . 
= — Sin a; m = cos a. Expresiile (2.33) şi (2.34) se transformă 
după cum urmează : 


__ Ext Ey Eg — Ey A a 
aa + cos 2a -+ = sin 2g (2.41) 


9 9 


nen 2 — S ag 1 Yyx 
y = — #— sin 2a + = cos 2a. 


Se observă similitudinea dintre aceste expresii și expresiile (2.14) 
Înlocuind o cu e şi r cu — XY i j ii i iil 
5 E ȘI Tcu z 5€ obțin aceleași expresii. Deformaţiile 
ma pot fi deci reprezentate cu ajutorul cercului lui Mohr în 
i a asemănător eforturilor unitare, cu deosebirea că lunecările spe- 
cifice se reprezintă cu jumătate din valoarea lor și au sensul pozitiv 
E: Jos (fig. 2.23). Ținînd seama de această analogie, pot fi exprimate 
direct valorile deformațiilor liniare principale : 


Ey 


e wo == A 1 pai > CR E, 
re mmeră (2.42) 


et 
ga 
N 
R 
S 
| 
| 


Fig. 2.23 
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Cercul lui Mohr permite de asemenea rezolvarea problemei deter- 
minării deformaţiilor liniare specifice principale într-un punct în cazul 
că se cunosc deformaţiile liniare după 3 direcţii fără a se cunoaște 
și valorile lunecărilor. Problema are importanță practică datorită 
faptului că determinarea . deformaţiilor liniare se face cu relativă 
ușurință, folosind extensometre mecanice, optice sau instalații de 
tensometrie electrică; datorită dificultăţilor de măsurare determi- 
narea lunecărilor este evitată. 

Presupunem determinate experimental deformaţiile liniare e, Ep 
şi e după direcțiile «, B ṣi 3 (fig. 2.24). Ele se reprezintă la scară. 
Dintr-un punct arbitrar B' pe linia de abscisă eg se duc unghiurile 
Ə, şi 0, pe care le fac direcțiile e, şi eg cu direcția eg. 

La intersecțiile cu verticalele e = e, şi € = ep se obțin punctele 
A şi D. Prin punctele A, B, şi D se construieşte un cerc care este cercul 
deformaţiilor. Se ia punctul B simetric față de punctul B,, punctele 
A, B şi D reprezentînd detormaţiile liniare pe direcțiile «, B și ă: 
sînt pe cerc, au abscisele <,, eg Şi eg şi sînt văzute din centru sub 
unghiurile 26, şi 20,. Deformaţiile liniare principale sînt e, şi s, date 
de OE, şi OE, ; direcția deformației principale s, face cu direcția g 
unghiul a, care este reprezentat în fig. 2.24. 

De regulă, în practica tensometriei electrice pentru unghiurile 
0, şi 0, se aleg valori de 30°, 45°, 60°; ele se materializează în însăşi 
construcția traductoarelor (mărcilor) electrice; cu aceste valori ale 


unghiurilor se obțin expresii analitice simple pentru determinarea 
deformațiilor liniare principale zı și s, (fig. 2.25). 


= 250 A 
B 
E ] 3 
A Ve y y = 
> 
în > £ = (E e) 
E: tg 2g = —B (Ea + ês 
Y E =€ 
a 
4 r j = 
[A 
floze 
ó [ej 
Y 7 DS a da 
£ /2 f 
P" En Er Bop f: 
pni — — í £ E EN 3 e ei 3, 
vy l 3 ) V 3 A 5 B 
N sad de 
p = 5, 
20° eY 
Ì k ; 
4 60 50 E 1 G] 
0 
noi pre { St 
Rozeta T- delt TY 3 - SNE 
| 5 3 [d s Er = £ 3 ) 
a r z 
ja E (E =E) £ — (e E \ 
Ia A a A A 
0 
120 2 
3 t 29 => s] 
A Eeg ZI 
& VI éy? 
| ? 
iul nat de brincibali € jirecţia 
P e incipală s; cu d 


10. DOMENIUL DE VALABILITATE AL ECUAȚIILOR EXPRIMAND STAREA 
DE EFORTURI SI DE DEFORMATII 


Determinarea expresiilor privind starea de eforturi şi de deformaţiei 
intr-un punct s-a făcut numai pe considerente de echilibru şi geo- 
metrice (de continuitate a domeniului). Nu s-a făcut nici o ipote 
privind relațiile între eforturi şi deformații; expresiile sînt valab 
deci a 


ît în domeniul elastic, cît și în domeniul plastic. Singura restrîn- 


gere priveşte ordinul de mărime al deformațţiilor care sînt presupuse 
infinitezimale, astfel încît în expresiile în care intervin să poată fi 
neglijate puterile lor superioare. De asemenea, deplasările u, v și w 
sînt considerate îndeajuns de mici încît pătratele şi produsele deri- 
vatelor lor în raport cu x, y şi z să fie neglijate în raport cu mărimea 
or la puterea întîi. În cazul că deplasările u, v şi w nu mai sînt mici, 
cantitatile cm ser Yyy nu mai pot defini complet starea de defor- 
nație. 

Menționăm că în ultima vreme s-a dezvoltat teoria deformațiilor 
inite, teorie care nu mai menține ca ipoteză deformațiile foarte mici. 
Inițial teoria prezenta interes în mod deosebit în domeniul deforma- 
țiilor materialelor hiperelastice de tipul cauciucului sau al proceselor 
metalurgice de deformare plastică. În prezent se conturează de ase- 
nenea aplicaţii ale teoriei şi în alte domenii cum este stabilitatea 
arelor cu pereți subțiri. 


Modul de tratare al problemei revede conținutul unor noțiuni. 
Dehiniţiile convenționale ale deformaţiilor specifice sînt înlocuite cu 
definiții mai riguroase. Prin definiția convențională, lungirea speci- 
fică este raportul dintre lungirea absolută și lungirea inițială. Ţinînd 
seama că lungirea variază în procesul de deformare, se definește 
lungirea naturală specifică sub forma : 


L 


( di l 
i - n i n ( ) | 3 


o 


Domeniul deformațiilor mari depăşeşte la materialele de construc- 
tie domeniul elastic ; în domeniul plastic deformațiile se produc fără 
nodificare de volum, de aceea unii autori admit deformaţiile finite 
n condițiile păstrării volumului. Dacă s,, e, şi e, sînt lungirile specifice 
convenționale ale laturilor unui cub unitar, păstrarea volumului 
conduce la: 


i 
i 


prin aplicarea logaritmilor se obține : 


ln (1 -+ s) +in(l+e)+ln(l+e)=0 


ceea ce potrivit expresiei (2.45) reprezintă suma lungirilor specifice 
naturale 


E, T Ey + e, = 0. (2.44) 
4 Probleme moderne ale rezistenței materialelor 49 


Această expresie, care este exactă, se obține și pentru deforma- 
tiile specifice convenționale e în cazul deformaţiilor plastice, numai 
după neglijarea produselor lungirilor specifice. 
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COMPORTAREA MATERIALELOR SUB ACŢIUNEA 
FORTELOR 


31. COMPORTAREA MATERIALELOR SUB ACŢIUNEA STATICĂ A FORTELOR 
DIAGRAME CARACTERISTICE 


După examinarea aspectelor teoretice privind forțele interioare 
şi deformațiile, se impune cu necesitate stabilirea unor raporturi 
între aceste categorii, primele din domeniul mecanicii, celelalte din 
domeniul geometriei. Această problemă are caracter prin excelență 
experimental; încercările de a determina prin calcul comportarea 
materialelor sub acțiunea forțelor pornind de la legile fundamentale 
ale structurii materiei, s-au dovedit pînă în prezent infructuoase 
datorită în principal neomogenității structurale a majorității mate- 
rialelor utilizate în practica inginererească, a marilor abateri pe care 
le prezintă structura reală a materialelor față de o structură perfect 
ordonată, cum este cea a cristalelor. 

Comportarea materialelor sub acțiunea forțelor este stabilită în 
laboratoarele de încercări ; raporturile dintre eforturi şi deformații 
sînt o măsură a proprietăților fizico-mecanice ale materialelor. 

şxperimentările constau din realizarea într-o probă a unei soli- 
citări de regulă omogenă, depinzînd de un singur parametru śi măsu- 
rarea variațiilor care survin în dimensiunile probei. Se poate trasa 
astfel o curbă corelînd cele două variabile: cea mecanică și cea 
geometrică. 

Pentru ilustrare vom lua cazul oțelurilor moi de construcție. 
Formele epruvetelor utilizate sînt în general normalizate pentru a 
se realiza în zona centrală un cîmp de eforturi de întindere practic 
uniform a cărui intensitate este : 


N 
A 


în care N este efortul de întindere, iar A aria inițială a secțiunii trans- 
versale. Se măsoară lungirea A! în zona centrală a epruvetei (în direcția 
efortului de întindere) şi raportînd-o la lungimea inițială 1 se obține 
lungirea specifică 


\ 
J 


| 
| 
$ =A Le 
ae 0 
4 £ 
Rig. 3.1 


Curba care leagă efortul unitar o de lungirea specifică s are alura 
celei din fig. 3.1 şi poartă numele de diagramă caracteristică. Printre 
principalele puncte caracteristice ale acestei diagrame, se găsește în 
primul rînd punctul E marcînd limita de elasticitate a materialului ; 
cîtă vreme eforturile unitare rămîn inferioare valorii c, (pentru oţelu- 
rile de construcție moi o, = 2400 kgf/cm?) lungirile sînt propor- 
tionale cu eforturile unitare și total reversibile; o dată îndepărtată 
forța de întindere, deformația se anulează*. Porțiunea de curbă OF 
este practic o dreaptă, atît la încărcarea epruvetei, cît și la descărcare. 
În lungul acestei porțiuni se poate serie: 


ös DE 
* O examinare mai atentă deosebește și o limită de proporționalitale corespunzind 
unui efort unitar op apropiat ca mărime de cą totuși distinct, pină la care se mentine 


riguroasă proporționalitatea între eforturi şi deformații. 


relație bine cunoscută sub numele de legea lui Hooke, în care coefi- 
cientul de proporționalitate dintre eforturi și deformații E este modulul 
de elasticitate longitudinal sau modulul lui Young. 

Pe măsură ce sub acțiunea forței epruveta se lungeşte, dimensiu- 
nile secțiunii transversale se micșorează. Cîtă vreme o < o, aceste 
modificări se pot exprima prin (fig. 3.2). 

Lă 


€ = — e 


în care e' este lungirea (de fapt contracția) transversală specifică 
dimensiunilor transversale ale acțiunii epruvetei, iar v coeficientul 
de contractie transversală denumit coeficientul lui Poisson. 

Porțiunea OFE a curbei caracteristice defineşte domeniul de com- 
portare elastică a materialului. Încercările au demonstrat că valorile 
lui E şi v sînt la compresiune aceleași ca la întindere. 

După depăşirea limitei de elasticitate o, o parte a deformației 
este ireversibilă ; la descărcarea completă o parte din deformație per- 
sistă, este remanentă sau plastică. 

Deformațiile remanente întrec mult ca valoare pe cele elastice 
după depășirea limitei de curgere o, Curba caracteristică prezintă 
un palier, denumit palier de curgere de-a lungul căruia deformaţiile 
cresc considerabil fără ca sarcina să crească sensibil; materialul 
„curge'', deformația OD, este de circa 20 ori mai mare decît cea elas- 
tică OE. Dincolo de punctul D materialul prezintă o autoconsolidare : 
eforturile unitare cresc, deşi nu în aceeași proporție cu deformaţiile. 
In momentul cînd se atinge punctul M, apar deformaţii importante 
ale secțiunii transversale, se produce strictiunea ; lungirile specifice 
nu mai sînt egale de-a lungul barei, ele devenind mult mai mari în 
zona stricțiunii. 


În trasarea diagramei caracteristice, în mod convențional efor- 
turile unitare o se calculează raportîndu-se efortul N la aria inițială 
a secțiunii transversale ; dincolo de punctul M această curbă prezintă 
o scădere aparentă a efortului unitar o pînă în punctul R cînd epru- 
veta se rupe, deoarece stricțiunea diminuează mult aria efectivă. 
Valoarea maximă a lui o în punctul M se numește limita de rupere 
o, sau rezistența totală. Dacă diagrama se trasează introducînd în calcul 
aria efectivă a secțiunii transversale, se obține curba reală cu alura 
din fig. 3.3 din care reiese că eforturile unitare cresc pînă în momentul 
ruperii. Alungirea specifică la rupere 3, atinge o valoare de 25. ..30%, 
adică de circa două sute de ori mai mare decît alungirea elastică. 

Limita de curgere este bine marcată la oţelurile moi, care prezintă 
mari deformaţii înainte de rupere — sînt tenace sau ductile — dar 
ea devine din ce în ce mai puțin aparentă la oțelurile mai dure, ca 
urmare a creșterii procentului de carbon în compoziție. Acestea din 
urmă practic nu au palier de curgere şi limita de curgere este definită 
convenţional pe baza unei deformaţii remanente standard, de obicei 
0,2%, ; această limită convențională de curgere se notează chiar oo, 
(fig. 3.4). Menţionăm că aceste oţeluri au și o lungire la rupere foarte 
redusă ; comportarea lor se apropie de cea a materialelor casante sau 
fragile (fig. 3.5). Reducerea ductilității apare și la temperaturi scăzute 
cînd oțelurile, chiar cele moi, prezintă rupere casantă. 

Prezența proprietăţilor plastice ale materialelor, manifestate prin- 
tr-o lungire minimă la rupere, este de o deosebită importanță pentru 
utilizarea lor în construcții. Deformaţiile mari în zonele foarte soli- 
citate ale construcției au ca efect retransmiterea unor eforturi asupra 
altor zone mai puţin solicitate. Acest fenomen, care poartă numele 


de adaptare, nu poate avea loc decît în prezența unor deformaţii 
plastice suficient de mari. 

Proprietăţile plastice ale oțelurilor sînt la baza unor operații, ca 
fasonarea armăturilor, baterea niturilor; verificarea acestor proprie- 
tăți se face în mod sumar prin încercări relativ simple comportînd 
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Fig. 3.5 Fig. 3.6 


în general îndoirea unei bare cu un unghi de 180°, fără să apară 
fisuri. 

Să presupunem că o epruvetă de oțel a fost solicitată peste limi- 
ta de elasticitate o,; dacă ea este descărcată și se trasează diagrama 
corespunzătoare, se observă (fig. 3.6) că descărcarea se face după 
o dreaptă (dreapta 3) aproape paralelă cu porțiunea rectilinie a dia- 
gramei de încărcare. După descărcarea totală epruveta păstrează o 
deformaţie remanentă. La o nouă încărcare materialul se comportă 
elastic pînă la atingerea valorii o care se prezintă ca o nouă limită 
de elasticitate, superioară celei determinate la prima încărcare cu > 
> 6, Modulul de elasticitate se păstrează practic constant. Acest 
fenomen de ridicare a limitei elastice printr-o solicitare prealabilă, 
corespunzătoare, se numeştee ecruisare. 

Ecruisarea este folosită industrial la îmbunătăţirea calității unor 
oțeluri pentru beton armat şi precomprimat, prin laminare la rece, 
trefilare și torsionare. Este de menționat faptul că la ecruisarea prin 
sisteme de forțe acționînd normal pe direcția de solicitare a barei 
— cum se întîmplă în cazul trefilării sau laminării la rece — ridicarea 
limitei de elasticitate nu se realizează pînă la nivelul efortului unitar 
cu care s-a produs, ci rămîne de ordinul a 50%, . În fig. 3.7 sînt date 
diagramele caracteristice ale unor oţeluri ecruisate. 


yi 


Diagrame caracteristice asemănătoare celei a oțelului au și alte 
metale și aliaje utilizate în construcții. Un asemenea material, care 
prezintă un interes crescînd pentru structurile inginerești, este alumi- 
niul. 
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3 — oteluri ecruisate prin compresiune + 
6 — oteluri ecruisate prin întindere : 
— otel neecruisai. 


Fig. 3.7 


Comportarea la solicitări mecanice a aliajelor de aluminiu este 
analogă oțelurilor moi (fig. 3.8) cu deosebirea absenței palierului 
de curgere ; limita de curgere pentru aluminiu este o limită convențio- 
nală o. De remarcat că la aliajele de aluminiu limita de proporțio- 
nalitate este mai depărtată de limita de curgere convențională decît 
la oțelurile de construcție: la aluminiu: = 0,75 ... 0,85 față de 

Sopa 


“2 — 0,80 ... 0,85 la oțel. 


032 a 

In fig. 3.8 sînt date curbele o — e și modulele de elasticitate lon- 
gitudinale la întindere și compresiune la un aliaj Al—Cu—Mg, şi 
anume: curba o — s la compresiune (7), curba o — e la întindere 
(2), curba E la compresiune (3), şi curba E la întindere (4). S-a notat 
cu cp limita de proporționalitate la compresiune, cu op limita de pro- 
porționalitate la întindere, cu of, limita de curgere tehnică la compre- 
siune (corespunzătoare unei deformații remanente de 0,2%). 

Ruperea la solicitări statice este în general plastică ; ea se produce 
după deformații mari. Spre deosebire de oțeluri, aliajele de aluminiu 
mențin aceste proprietăți plastice chiar la temperaturi foarte scăzute 
(—100*C); nu se întilnește practic rupere fragilă. 
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O îmbunătățire a caracteristicilor mecanice ale aliajelor de alu- 
miniu se poate obține, ca şi la oțeluri, prin ecruisare, operație care 
conduce la ridicarea limitei de curgere, a durității, a rezistenței la 
oboseală. 

Comportare, mult diferită, pre- 
zintă materialele plastice, de sinte- 
ză, utilizate în construcții. Polimerii 


T, kgf/mm? E, kgf/mm? 


formează o clasă de materiale cons- 35 J 710° 
tituite din molecule lungi alcătuite 3 
din unități relativ simple, crista- E e 610 
line sau amorfe; dintre acestea 25 |, 08," S D 5.102 
elastomerii au o mare capacitate gff- | 

de deformare elastică. Comportarea 20 | 410? 
polimerilor sub acțiunea forţelor | 
depinde esențial de structura lor /5 — 310 
moleculară, de gradul lor de poli- | 
merizare și mai cu seamă de tem- / : | 2-10? 
peratură. Astfel, modulul de elas- |] g s 
ticitate al polistirenului, a cărui va- 4 / $ | aies 
riație este trasată în funcție de Nelas 


temperatură în fig. 3.9, nu mai este H 02 04 05 D8 10 12 14 e 
constantă. La temperatura mediului 
ambiant polimerii sînt duri și ca- Fig. 3.8 
sanți, iar deformaţiile perfect elastice. 

Spre deosebire de majoritatea materialelor de construcție, elasto- 
merii în zona lor de comportare elastică manifestă lungiri complet 
reversibile de sute de procente (fig. 3.10). 
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Materialele cu comportarea elastomerilor au cîteva trăsături carac- 
teristice : sînt moi şi au modul de elasticitate redus ; permit deformaţii 
foarte mari care sînt reversibile ; sînt amorfe. 

La materialele de tipul elastomerilor, coeficientul lui Poisson este 

, 1 : P o 
apropiat de —, ceea ce face ca aceste materiale să se deformeze fără 
9 


modificare de volum. Comportarea la compresiune este deosebită 
datorită unui proces de compactare a materialului care duce la o creș- 
tere a pantei diagramei caracteristice. 

Un material larg utilizat în construcții, lemnul, prezintă o struc- 
tură fibroasă, din polimeri naturali, care îi determină proprietățile 
mecanice; lanțurile de molecule cristaline orientate avînd ca bază 
celuloza, care îi conferă structura fibriformă, ocupă 50 ... 60% din 
volumul lemnului, restul constînd dintr-o substanță amorfă, lignina. 
În ciclul anual de creştere celulele tubulare se dispun pe cercuri con- 
centrice : cercurile anuale datorită cărora lemnul are o mai mare rezis- 
tență în direcția fibrelor decît în direcția transversală. El se comportă 
ca un material anizotrop, deformațiile elastice și cele plastice depin- 
zînd de orientarea solicitărilor față de inelele anuale (fig. 3.11). 


3.2. ELASTICITATE 


Din examinarea relațiilor dintre solicitări şi deformații, ies în evi- 
dență două comportări fundamentale : comportarea elastică şi com- 
portarea plastică. Explicația acestora constă în structura materialelor. 

Din cele expuse în paragrafele anterioare rezultă că toate materia- 
lele supuse unor solicitări își schimbă forma, volumul sau amîndouă. 
Modificări analoge sînt obținute și ca urmare a variaţiei de temperatură. 

Dacă deformațiile produse dispar complet o dată cu înlăturarea 
cauzei ce le-a produs, comportarea a fost denumită elastică. Relaţia 
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matematică dintre deformații și solicitări în cazul comportării elasti 

a corpurilor cristaline este liniară, în timp ce la corpurile necristaline, 

în special la cele alcătuite din lanțuri lungi de molecule, este neliniară. 
Comportarea elastică a materialelor îşi găseşte explicaţie în struc- 

tură lor atomică. Energia potenţială a doi atomi situaţi la distanța 7 

unul de altul, poate fi exprimată prin relația i 


A p B 


V = — 
yh i pm 


în care A și B sînt constantele de proporționalitate ale atracției, respec- 
tiv respingerii dintre atomi, iar n şi m exponenţii care precizează varia- 
ţia potențialului cu distanța. 

Întrucît V este o funcție de potenţial, forța rezultantă (de atracție 
sau respingere) are expresia : 


iz. OV nA mB 


ðr p+ pl 


La distanța d, forța de atracție este 
echilibrată de cea de respingere; forța re- 
zultantă este nulă iar atomii sînt în poziție 
de echilibru stabil (energia potențială este 
minimă). Orice deplasare impusă a celor 
doi atomi tinzînd să-i apropie sau să-i 
depărteze, va avea ca efect tendința de a A 
reveni în poziția inițială ; ca urmare, atomii led pe 
într-o structură cristalină tind să se aşeze 
față de vecinii lor astfel că forța rezultantă 
care acționează asupra fiecăruia să fie nulă. i 

O solicitare produce deformarea mate- F4 
rialului ca urmare a modificării distanțe- 
lor interatomice. 


i i 5 
| „Respingere Y=- 
3 9 7 
pă 
A 
i Rezultanta V== + -7 


Atractie V=- a 


l— lo ta 


într-o direcție ~ 


Deformația specifică 
0 
oarecare devine la scara atomară, deplasa- 
d — do 
do 


rea raportată la distanța inițială : 
în aceeași direcție. 

Diagrama din fig. 3.12 ilustrează re- 
lația dintre forța de interacțiune a doi ' 


atomi și distanța dintre ei; ea este ana- 
logă diagramei caracte- ristice a unui 


a- 


Fig. 3.12 


material și prin urmare panta tangentei în punctul de abscisă 
y — do ilustrează o mărime analogă modulului de elasticitate al 
materialului. Mai mult, pentru variaţii ale distanţei d, în jurul 
valorii dp, nedepășind circa 0,5%, ceea ce corespunde în general valori- 
lor alungirii specifice e ale materialelor cristaline, diagrama prezintă 
o variație practic liniară (fig. 3.13). Această constatare făcută la nivel 
atomar, explică comportarea liniar elastică macroscopică a materia- 
lelor cristaline. La aceste materiale sînt necesare eforturi relativ mari 
pentru a produce deformaţii mici elastice. Comportarea la compresi- 
une și întindere este practic identică. 

Potrivit aceluiași model atomic, poate fi explicată şi contracția 
transversală care apare la solicitarea de întindere. În acest scop ne 
imaginăm atomii ca niște sfere rigide de diametru d într-o așezare 
compactă (fig. 3.14, a). Presupunem că de-a lungul direcţiei x se exer- 
cită o forță de întindere care produce o deformaţie liniară specifică e ; 
distanța (1 + s)de constituie pe direcția x noua distanță de echilibru. 
Pentru a se menține însă distanța d, după celeialte direcții, sferele 
de pe celelalte rînduri trebuie să rămînă în contact; distanța /, între 
liniile centrelor se va micșora. "Ținînd seama că e este mic în raport 
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Fig. 3.13 


cu do, pentru găsirea punctului A, se consideră deformația în două 
etape : prima, deplasarea diametrului BA în B,A' ca urmare a lungirii 
BB,; a doua rotirea acestui diametru în A, (A'A, este tangenta cu 
care se aproximează arcul de cerc după care se face în realitate rotirea). 
Se poate scrie (fig. 3.14, b): 


sue stg 30° 
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au ținînd seama că : 
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Fig. 3.14 


Această valoare a coeficientului lui Poisson se întîlnește la metale 
al căror sistem cristalin coincide cu cel adoptat în calculul de mai 
înainte. 

La materiale necristaline, alcătuite din lanțuri lungi de molecule, 
cum sînt elastomerii amintiți la § 3.1, deformații elastice mari se pot 
produce la solicitări reduse deoarece inițial se produce o îndreptare 
a lanțurilor moleculare în direcția efortului şi numai după această 
fază începe învingerea legăturilor dintre atomi. Această comportare 
explică legea neliniară a elasticității acestor materiale. În ceea ce 
priveşte comportarea la compresiune a corpurilor necristaline alcătui- 
te din lanțuri de molecule, ea este dictată de faptul că mai întîi se umplu 
spațiile libere dintre lanțuri, după care se încarcă cu efort şi lanțul 
propriu-zis: diagrama prezintă o accentuare a pantei (fig. 3.15). 

O altă categorie de deformații, complet reversibile şi deci analoge 
celor elastice, sînt deformațiile produse de variațiile de tempera- 
tură. 
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La temperatura zero absolut, orice mişcare a atomilor în jurul 
poziției lor de echilibru încetează: distanța interatomică este d 
Pe măsură ce temperatura crește ca urmare a unei energii comunicate 
din exterior, atomii încep să oscileze, distanța maximă dintre ei la 
o anumită temperatură devenind d,, iar cea minimă d,. 
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Aceste oscilații au loc în jurul distanței medii 4, corespunzătoare 
temperaturii atinse (fig. 3.16), distanță care este superioară celei 
limită dọ datorită asimetriei curbei. 

Lungirea specifică datorită efectului temperaturii poate fi expri- 
mată prin relația cunoscută : 

dł 3 
— = adI 
l À 
in care a este coeficientul de dilatare liniară, iar dT variația de tem- 
d Paie a À 2 : E 
peratură. Se demonstrează uşor că pentru corpurile solide cristaline 
care au acelaşi coeficient de dilatare liniară pe cele trei direcții ale 
spațiului, coeficientul de dilatare volumică este egal cu: 

x, = 3a. 
„Există numeroase cristale care au coeficienți de dilatare liniară 
diferiți pe direcții diferite. i 


3.3. PLASTICITATE 


Comportarea plastică la metale își are originea în deplasarea unor 
defecte ale cristalelor, cunoscute sub denumirea de dislocată. 
= l 


Teoria dislocațiilor a fost introdusă prima dată de G. Taylor în 
anul 1930 pentru a explica motivul pentru care într-o rețea cristalină 
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forțele reale care produc deplasarea unor straturi de atomi sînt de sute 
de ori mai mici decît cele care rezultă dintr-un calcul în care se iau în 
considerare forțele interatomice într-o rețea cristalină perfectă. 

Sub forma lor cea mai simplă, într-o rețea cubică dislocațiile au 
fost concepute ca linii de locuri goale, neocupate de atomi, goluri 
care se pot deplasa într-un plan denumit plan de lunecare sub acțiunea 
unei forțe tangențiale T (fig. 3.17). Linia (perpendiculară pe figură), 
conținînd locurile libere, poartă numele de linte de disiocație. Ea se 
poate obține introducînd, ca o pană, un plan suplimentar de atomi, 
He deasupra planului de lunecare (dislocație pozitivă), fie dedesubtul 
lui (dislocație negativă). În jurul unei dislocații, în rețeaua cristalului 
ia naştere o stare de eforturi; datorită acesteia, două dislocaţii adia- 
cente, de acelaşi semn, se resping, în timp ce două dislocații de semn 
contrar se atrag (comportarea lor este analogă comportării a doi con- 
ductori paraleli prin care circulă curenți electrici). 

Mobilitatea unei rețele cristaline depinde de numărul dislocațiilor 
existente ; ductilitatea metalelor poate fi explicată prin existența unui 
mare număr de dislocații ; numărul liniilor de dislocare care intersec- 
tează 1 cm? din suprafața unui cristal este de ordinul 10° la metalele 
neprelucrate şi 1012 la metalele prelucrate la rece. 

Studiile mai recente completate și experimental prin observaţii 
cu ajutorul microscopului electronic prezintă modele mai complicate 
pentru a explica formarea și deplasarea dislocaţiilor ; liniile de dislo- 
cație sînt elice sau alte curbe, închise sau deschise ; sînt definite surse 
de dislocații. Mecanismele pentru deplasarea dislocațiilor sînt nume- 
roase şi diferite de la metal la metal. Ele diferă însă pentru același 
metal în funcție de temperatură ; la temperaturi ridicate, cînd procesul 
de difuziune devine important, dislocaţiile pot să se deplaseze dintr-un 
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plan de lunecare în altul. Aceasta explică deformaţiile de fluaj ale 
metalelor la temperaturi ridicate. 

Mobilitatea dislocaţiilor este mai redusă în cristalele care conțin 
impurități ; atomii străini rețin dislocaţiile deoarece ei se localizează 
în regiunile dilatate ale rețelei din apropierea dislocațiilor. Fixarea 
impurităților se face în timp, ceea ce explică fenomenul de îmbătri- 
nire prin care se micșorează ductilitatea. Existenţa unui mare număr 
de dislocaţii, de diferite orientări — ca urmare a prelucrării la rece 
de exemplu — reduce de asemenea mobilitatea dislocaţiilor din cauza 
forțelor de interacțiune care apar în urma aglomerării lor. 

Sub acțiunea forțelor, de-a lungul suprafețelor de lunecare, se depla- 
sează straturi întregi de atomi. Prin deplasare, se restabilește însă 
rețeaua cristalină într-o nouă poziție de echilibru stabil alatomilor ; 
deformația devine în acest fel ireversibilă. Întersecţiile planelor de 
lunecare cu suprafața laterală a epruvetei apar ca linii cunoscute 
sub numele de liniile lui Lueders. 

Teoria dislocaţiilor dă explicaţii şi fenomenului de ecruisare. După 
solicitare, care depăşeşte limita de elasticitate, prin descărcarea între 
cristalele deformate plastic și mediul amorf care le înconjoară, iau 
naștere eforturi care produc numai deformaţii elastice ; cristalele sînt 
supuse la forțe de compresiune. 

La o nouă încărcare nu se pot produce noi deformații plastice fără 
a depăşi valoarea forței care le-a produs pe primele ; de aceea, detor- 
maţiile la reîncărcare sînt elastice. Din acest mecanism al deformării, 
rezultă însă că forțele de compresiune 
care se exercită asupra cristalelor prin 
descărcare se adaugă celor datorite 
unei eventuale forțe exterioare de 
compresiune, aplicate după descăr- 
care. Lunecările în cristale se pro- 
duc pentru forțe de compresiune mai 
mici; limita de elasticitate la com- 
presiune coboară la barele ecruisate 
prin întindere. Fenomenul (fig. 3.18) 
este cunoscut sub numele de efect 
Bauschinger. De aici concluzia de a 
nu se folosi bare ecruisate în elemente 
supuse la solicitări alternative. 

Pentru a ține seama în calcul de 
proprietăţile elastoplastice ale mate- 
rialelor, s-au propus diagrame sim- 
Fig. 3.18 plificatoare. Două din aceste dia- 
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grame au o utilizare mai mare. Prima datorită lui Prandtl, consi- 
deră materialul perfect elastic pînă la limita de curgere, după care 
corpul se deformează nedefinit fără a fi necesar practic un spor de 


Gi] 


Fig. 3.19 


efort. A doua ține seama de manifestările de consolidare pe care le 
prezintă materialul după o oarecare deformație datorită curgerii. 
În fig. 3.19, a şi b sînt ilustrate cele două tipuri de diagrame. 


3.4. COMPORTAREA MATERIALELOR ÎN TIMP 


S-a arătat că comportarea perfect elastică a materialelor este limi- 
tată; după depăşirea unui anumit efort limită, proporționalitatea 
dintre efort şi deformație nu mai subzistă, iar deformația este numai 
parțial reversibilă. Din diagrama caracteristică a materialului (fig. 3.20) 
rezultă că deformația totală e după depăşirea limitei de elasticitate 
o, este alcătuită din două părți; o parte elastică, reversibilă e, şi 
o parte neelastică, ireversibilă, deformația permanentă sau plastică 
ep. Repetăm că deformația elastică iese în evidență la descărcare. 

Diagrama caracteristică a materialelor de construcție nu poate 
însă exprima toate aspectele deformării ; în special practica betonului 
armat a arătat inginerilor constructori că procesul de deformare nu 
se reduce la deformația instantanee (care apare imediat după aplicarea 
sarcinilor) ; la construcțiile de beton armat starea de echilibru elas- 
tic nu se stabileşte imediat; există un proces de deformare continuă | 
sub sarcină. Fenomenul este cunoscut sub denumirea de curgere lentă | 
a betonului. 


Un fenomen cu totul asemănător apare în comportarea oțelului | 
la unele maşini. Sub acțiunea sarcinilor care se exercită timp mai 
îndelungat şi la temperaturi ridicate, deformaţiile cresc continuu, 
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ajungînd în anumite condiţii să producă ruperea materialului (fig. 3.21). 
la agregate care lucrează în condiții de eforturi și temperaturi 
ridicate, cum sînt turbinele de aburi, s-au produs nu puţine distrugeri 
ale agregatelor din cauza fluajului oţelului. 
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Fig. 3.20 Fig. 3.21 
Reprezentată grafic, curgerea lentă a betonului sub efort constant 
s-ar prezenta sub forma unei diagrame ca cea din fig. 3.22, din care 
rezultă că deformația la timpul î,, reprezentată prin punctul C, poate 
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fi socotită alcătuită din două părți: o deformație instantanee, repre- 
zentată prin segmentul AB, şi o deformație dependentă de timp, 
reprezentată prin diferența dintre ordonata punctului C și ordonata 
AB. Din deformația totală, partea de deformație reversibilă (elastică) 
poate fi distinsă de deformația ireversibilă prin descărcare. Dacă epru- 
veta este încărcată pînă în punctul B și descărcată imediat, nu mai 
revine la forma inițială nedeformată : diagrama se opreşte în F. În- 
seamnă că o parte din deformație, reprezentată prin segmentul AF 
este permanentă și este numită deformație permanentă sau deformatie 
Plastică instantanee“. 

Dacă încărcarea sub sarcină este menținută un anumit timp îi, 
cînd epruveta este descărcată, o parte din deformaţie se recuperează 
imediat (segmentul CD). Această parte a deformaţiei este denumită 
deformație elastică instantanee sau simplu deformaţie elastică, ò.. 

Dacă epruveta este lăsată descărcată un timp mai lung, se observă 
o scădere a deformației remanente ; din punctul D detformaţiile scad 
oprindu-se la valoarea reprezentată prin ordonata KE. Înseamnă că 
deformației elastice (instantanee) i se adaugă o deformație elastică, 
care se recuperează în timp, denumită deformatie elastică întîrziată sau 
post-efect elastic, 8. 

Epruveta rămîne după un timp suficient de lung cu o deformație 
remanentă, care este compusă din două părți: o parte egală cu o defor- 
mație permanentă (deformația plastică instantanee) şi o parte datorită 
curgerii lente. Este ceea ce în literatura de specialitate se numește uneori 
deformație de curgere lentă veritabilă sau simplu curgere. În unele 
lucrări de specialitate, pentru deformația elastică întîrziată se folo- 
sește şi termenul de curgere lentă primară, iar pentru partea din defor- 
mația remanentă datorită curgerii lente, termenul de curgere lentă 
secundară. 

Fenomenul de deformare continuă sub sarcină, fluaj sau curgere 
lentă, este de aceeaşi natură cu fenomenul cunoscut sub numele de 
relaxare, care constă în scăderea continuă a eforturilor din elementele 
menținute într-o anumită stare de deformare. Elementele de soli- 
darizare care acționează prin eforturi obținute printr-o deformare 
inițială, cum sînt buloanele tensionate sau niturile, cu timpul stăbese 
prinderea deoarece efortul la care erau solicitate inițial scade. 

Fenomenele de relaxare şi de curgere lentă interesează în mod 
deosebit pe constructori, deoarece intervin la materiale utilizate larg, 
cum sînt betonul armat şi betonul precomprimat. Tensiunile mari 
inițiale în armăturile de oțel care produc precomprimarea betonului, 


* Unii cercetători contestă existența la beton a deformației plastice instantanee. 


scad 'pe măsura trecerii timpului (fără însă a scădea sub o anumită 
limită care să pericliteze elementul de construcție). 

De aceeași natură cu curgerea lentă și relaxarea este şi comportarea 
lemnului sub acțiunea de durată a forțelor care se manifestă prin rupe- 
rea probei supuse la întindere după un anumit timp fără ca în acest 
interval intensitatea forței să fi crescut. 
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Notăm cu o, rezistența la rupere determinată prin încercări de 
scurtă durată. Experiența arată că probe menținute continuu sub 
un efort unitar inferior rezistenței de rupere, cedează totuşi după 
scurgerea unui anumit interval ; acesta este cu atît mai scurt, cu cît 
efortul unitar este mai ridicat. Experimental se constată că se poate 
defini o limită a efortului unitar, în jurul valorii de (0, 9 „2. 06) o 
pentru care ruperea nu se produce pentru intervale oricît de lungi. Ta 
felul acesta se definește rezistența de durată a lemnului (fig. 3.93). 

Explicaţia fenomenului rezidă în mecanismul de eliminare — eva- 
porare a apei din structura lemnului, avînd ca efect suprasolicitarea 
urmată de ruperea unor fibre. 

În descrierea fenomenelor de deformație nomenclatura folosită 
este foarte variată. Pentru a introduce o reglementare în acest domeniu 
la colocviul RILEM de la München (1958), cu tema „Influența timpu- 
lui asupra rezistenței şi deformației betonului”, s-a stabilit şi o termino- 
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logie unitară privind deformația, redată sub formă de tabel. Deşi 
unii termeni sînt susceptibili de critică, nomenclatura adoptată are 
avantajul unificării termenilor. 


Deformațiile betonului 
(RILEM 1958) 


Independente de solicitările Dependente de solicitările 
exterioare exterioare 
Dependente de 
Independente A 
Contracție a Fină timp (curgere 
ae, Mp lentă) 
Din tempera- š T 
tură logică ibil Elastică Elastică intir- 
ră cz vâna ` Mastic? S 
Ecologică Reversibile “lastică ziată 
Intrinsecă Treversibile Permanentă Curgere 


3.5. DISIPAREA ENERGIEI. VISCOZITATEA SOLIDELOR 


Comportarea materialelor sub acțiunea forțelor este legată de trans- 
formările de energie care au loc în timpul procesului de deformaţie. 
În bilanțul energetic intră lucrul mecanic produs de forțele exterioare, 
energia cinetică a mișcării macroscopice a corpului (în cazul vibrației 
de exemplu) energia potențială (elastică) de deformaţie şi energia 
disipată sub diferite forme. În cazul corpurilor în echilibru, energia 
cinetică este nulă ; se consideră de regulă că lucrul mecanic al forțe- 
lor exterioare se transformă în întregime în energie potențială (elastică) 
de deformare. La descărcare, această energie produce revenirea corpu- 
lui la starea inițială, nedeformată. 

Un proces termodinamic este teoretic reversibil numai atunci cînd 
se produc e cu viteze infinit mici. Vitezele cu care se produc deformaţiile 
sînt însă finite ; aceasta are ca rezultat disiparea unei părți din energia 
acumulată, sub formă de căldură. Ca urmare, deformarea nu mai este 
în întregime reversibilă. 

Raportînd la unitatea de volum cantitatea de energie înmagazinată 
de corp prin deformare și notînd cu w, energia specifică de deformaţie, 


se poate scrie relaţia : 
w, = w, -+ Wa (3.1) 


în care cu w; s-a notat energia disipată, iar cu w, energia potențială 
elastică, energii raportate de asemenea la unitatea de volum. 
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Această relație redă aspectul cunoscut al deformației corpului : 
din deformația totală, o parte, care corespunde energiei elastice w, 
este reversibilă — deformația elastică ; partea care corespunde energiei 
disipate wz, este ireversibilă — deformația remanentă. 

Atît termodinamica teoretică cît şi comportarea construcțiilor 
au arătat că în deformarea corpurilor are importanță nu numai canti- 
tatea de energie care se transferă, ci şi viteza cu care se face acest 
transfer. Energia elastică specifică este o măsură a capacității corpului 
de a înmagazina lucrul mecanic produs de forțele exterioare, fără a 
ceda (fie prin rupere, fie prin deformaţii plastice). În cazul că lucrul 
mecanic produs de forțele exterioare este mare (în cazul șocului de 
exemplu), pentru ca o construcție să nu cedeze, este necesar ca partea 
de energie disipată să fie cît mai mare. Cum transferul de energie, 
respectiv disiparea, sînt procese care au loc în timp, sîntem conduși 
a le analiza raportîndu-le la unitatea de timp. 

Ca urmare, expresia (3.1) este derivată în raport cu timpul, obți- 
nîndu-se : 


39) = z | Re Ro 
W = W, F Wa (8.2) 


Ă : $ arii r ELI da 
în care cu w, w, Și w; s-au notat derivatele de forma — 
dé 
In această relație sînt 3 variabile legate printr-o condiție; numai 
două vor putea deci varia independent. Cazurile particulare sînt obți- 
nute considerînd pe rînd unul dintre termeni nul (cantitatea de energie 
corespunzătoare nu variază în timp), şi anume: 


a) w, = 0 sau W, = Wy (3.3) 


Lucrul mecanic al forțelor exterioare se înmagazinează sub formă 


de energie potențială elastică de deformare. Energia aceasta poate fi 
restituită ; materialul se comportă perfect elastic. 
b) w, = 0 sau 10, = Wa. (3.4) 


Toată energia este disipată ; deformația este în întregime ireversi- 
bilă. Comportarea materialului este perfect plastică. 


c) w, = 0 sau w, + w, = 0. (3.5) 


Cantitatea de energie înmagazinată prin deformare este constantă. 
În timp se face un transfer continuu de energie: energia potențială 
elastică scade cu aceeași viteză cu care crește energia disipată ; defor- 
maţia ireversibilă creşte în detrimentul deformaţiei elastice reversibile ; 
acesta este cazul relaxării. 


70 


Cele trei cazuri de mai înainte sînt cazuri limită. În cazul general, 
exprimat prin relația (3.2), rapoartele între cele trei categorii de energii 
variază în timp. Exprimînd valoarea vitezei de variație a energiei 
potențiale elastice sub forma : 


reiese că ea depinde de raportul între vitezele de variație ale energiei 
înmagazinate şi ale celei disipate. Principiul al doilea al termodinamicii 
stabileşte că energia disipată crește tot timpul: derivata ei w, este 
totdeauna pozitivă. De aici rezultă că energia potențială elastică nu 
creste în unitatea de timp în aceeași măsură în care crește lucrul me- 
canic produs de forțele exterioare. 

Disiparea energiei în elementele de construcție este legată de depla- 
sările particulelor materiale ale unui corp cu viteze finite, producând 
procese ireversibile. Această cale de disipare a energiei poate fi pusă 
pe seama frecărilor interne. Procesele de disipare a energiei prin fre- 
ările interne, sînt cel mai bine ilustrate de fluidele vîscoase. 

După cum se știe, ecuația generală a mișcării fluidelor vîscoase 
(legea lui Newton) poate fi scrisă sub forma (fig. 3.24) 


| 
c 


T= jiy (3.6) 
în care cu t s-a notat efortul unitar tangențial, cu y viscozitatea și 
cu y derivata în raport cu timpul a lunecării specifice*. 

Spre deosebire de corpurile solide, prin deformare fluidele incompre- 
sibile nu pot înmagazina energie; energia potențială de deformare 
(elastică) este inexistentă : cantitățile infinit mici de energie care se 
acumulează sînt disipate imediat prin 
curgere. 

Din considerentele arătate, rezultă 
că pentru a explica unele aspecte ale 
deformației corpurilor solide, şi în 
special variația deformației în timp, 


nu este nepotrivit să asociem pro- Eman ma ea a e 
sapa EA i 3 Eis $ A A SE SIR e Se 
prietăților elastice specifice corpului 


solid, o proprietate specifică fluide- Fig. 3.24 


* Reamintim că unitatea de viscozitate în sistemul CGS este poise (P) egală cu 
zitatea fluidului în care, pentru a deplasa cu viteza de 1 cm/s o suprafață pla- 
nă de 1 cm? situată la distanţa de 1 cm de alt plan paralel, este necesară o forță de 
1 dyuă. Subunitatea sa, centipoise (cP) este egală cu viscozitatea apei la 20,2*C. 


T 


lor: viscozitatea, şi să atribuim o anumită viscozitate corpurilor 
solide. 

La numeroase materiale de construcție (betonul, bitumurile, 
lemnul etc.), atribuirea viscozității nu reprezintă un artificiu, ci cores- 
punde structurii lor reale. Așa de exemplu, betonul cuprinde în struc- 
tura sa, în stare proaspătă, geluri care se comportă ca fluide cu viscozi- 
tate mare. Bitumurile sînt, de fapt, fluide foarte vîscoase şi se comportă 
ca atare. Chiar oțelurile de construcție, în special la temperaturi ridi- 
cate, prezintă o viscozitate care își are sursa în zonele periferice ale 
grăunților cristalini. 


3.6. COMPORTAREA CORPURILOR LA ÎNCĂRCĂRI ŞI DESCĂRCĂRI REPE- 
TATE 


În cazul cînd la încercarea unei epruvete dintr-un material oare- 
care curba caracteristică la descărcare nu se suprapune peste curba 
caracteristică determinată la încărcare, rezultă că din lucrul mecanic 
de deformare înmagazinat sub formă de energie de deformație, 
o parte nu este restituită, producîndu-se o disipare de energie. 
Într-adevăr dacă urmărim o diagramă oarecare, de încărcare 
(fig. 3.25), aria limitată de curba caracteristică şi de axa absciselor 
reprezintă lucrul mecanic acumulat pe unitatea de volum prin 
deformația probei solicitate 


Fig. 3.25 Fig. 3.26 


Ca urmare, o curbă de încărcare-descărcare de forma celei din 
fig. 3.26 închide o arie reprezentînd energia disipată în ciclul efectuat. 
Despre materialele prezentînd curbe asemănătoare, se spune că pre- 
zintă fenomenul de hysteresis. 


Fig. 3.27 Fig. 3.28 


În cazul unui material supus la solicitări a căror intensitate variază 
după o lege cu o perioadă dată, curba efort-deformație va avea de 
asemenea un caracter periodic. Se pot ivi două cazuri: 

a) Curbele de variație se suprapun în timp, fie că închid o curbă 
de energie disipată (fig. 3.27), fie că nu. În acest caz, energia se disi- 
pează sub formă de căldură datorită frecărilor interne ; deformația nu 
creşte nedefinit şi astfel nu se ajunge la distrugere. Ciclul se numește 
ciclu cu acomodare. 

b) Curbele se succed, deformația crește continuu în timp ; materia- 
lul are tendința de a înghiți” continuu energia pe care o transformă 
în deformație (fig. 3.28). 

În construcții, în care sarcinile prezintă variații în timp, materia- 
lele folosite trebuie să prezinte cicluri cu acomodare. Oțelurile au o 
acomodare mai rapidă, betoanele una mai lentă. 

Chiar în cazul ciclurilor cu acomodare, la 
unele materiale, închiderea ciclului, prin dis- i Fleocljvilate 
pariția deformaţiilor remanente, necesită o 
perioadă de timp. Această parte a defor- 
maţiei, care se anulează în timp, denumită 
mai înainte deformație întîrziată sau de 
post-efect elastic conduce la proprieta- 
tea care poartă numele de reactivitate 
(fig. 3.29). La asemenea materiale se poate 
ajunge la o stabilizare a ciclurilor după 
un număr mare de încărcări-descărcări NDefarmate permanentă 


(fig. 3.30). Fig. 3.29 
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Încercările ce se efectuează pentru determinarea curbelor carac- 
teristice ale materialelor, trebuie să respecte o viteză maximă de încăr- 
care, în general limitată la 100 kgf/em?/s. O viteză de încărcare. mai 
mare conduce la metale, la ridicarea aparentă a limitei de elasticitate 


a — Solicitare statică (lentă ) 
b- solicitare dinamică 


Fig. 3.30 Fig. 3.31 


şi la reducerea lungirii la rupere: se reduce ductibilitatea metalului. 
La alte materiale, cum este betonul, alura diagramei caracteristice 
se modifică, curba se apropie mai mult de o dreaptă (fig. 3.31). S 

Pe de altă parte, la unele materiale destinate a suporta șocuri 
prin încercări la impact sau încercări dinamice făcute cu ajutorul 
dispozitivului cunoscut sub numele de ciocanul lui Charpy se stab 
leşte lucrul mecanic necesar pentru a produce ruperea unei epruveti 
standard. 

`u cît materialul este mai ductil, cu atît absoarbe la rupere.inai 
mult lucru mecanic ; cu cît materialul este mai fragil, ruperea se face 
cu lucru mecanic mai redus. Raportul dintre lucrul mecanic consumat 
pentru ruperea prin șoc și aria secțiunii inițiale a epruvetei poartă 
numele de rezaliență. 


ul 


i- 


3.7. MODELUL CORPULUI MATERIAL 


Din fenomenologia comportării corpurilor sub acțiunea forțelor, 
rezultă că raporturile cauzale dintre forțe și deformații îmbracă un 
caracter foarte complex, funcție de multe condiții. Pentru un același 
corp, mărimea şi dezvoltarea deformațiilor produse de un sistem de 
solicitări depind de intensitatea și variația solicitărilor, de forma 
probei, de timp. 
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Pentru simplificarea şi ordonarea problemei generale a raportului 
dintre solicitări şi deformații, s-au desprins din tabloul complex cîteva 
scheme simple de comportare, uşor exprimabile în limbaj matematic. 
Este adevărat că nici un corp material real nu corespunde practic 
acestor concepte schematizate, dar avantajul lor stă în relativa ușurin- 
ță cu care pot fi studiate prin adoptarea unor scheme mecanice, deci 
macroscopice, a căror deformaţii sub acțiunea forțelor urmează aceleași 
legi. Se ajunge astfel la introducerea modelelor mecanice a unor corpuri 
ideale. Toată complexitatea comportării reale a unui corp oarecare 
tinde a fi rezolvată prin compunerea comportării unor componenți ai 
săi, denumiți faze; se obțin astfel modele complexe care ilustrează 
mai mult sau mai puțin comportarea reală. Avantajul acestui mod 
de a încerca rezolvarea problemei generale este pe de o parte acela 
al unei permanente imagini a fenomenului fizic, iar pe de altă parte 
al posibilității de a găsi expresia analitică a comportării complexe 
pornind de la cele simple, cunoscute, ale fazelor. 

În cele ce urmează vor fi expuse modele mecanice ale corpurilor 
cu comportare perfect elastică, vîscoasă, plastică, ele fiind elementele 
de bază ale celor mai complexe scheme. 

Modelul corpului perfect elastic. Prin definiție corpul perfect elas- 
tic, independent de intensitatea sau natura solicitărilor, revine la forma 
inițială o dată cu îndepărtarea acestora. Dacă între mărimea defor- 
mației, definită într-un mod oarecare, și intensitatea solicitării există 
o relaţie liniară, elasticitatea este și ea liniară. Acest din urmă tip 
de corp elastic este cel mai frecvent întîlnit în practică și este denumit 
corpul Hooke. 

Modelul mecanic al acestui corp este resortul elicoidal sau simbolic 
modelul H. Acest model este complet lipsit de „„memorie”. În orice 
moment starea sa este complet independentă de ceea ce s-a petrecut 
anterior atît la încărcare, cît ṣi la descărcare. 

icuația modelului H este: P, = K,ð,. Diagrama din fig. 3.32* 
ilustrează comportarea modelului: deformațiile 3, depind liniar de 
solicitarea P, și numai de ea, producîndu-se instantaneu. Deformația 
este independentă de timp; energia acumulată (aria 2 este măsura 
acestei energii) este complet restituită la descărcare, o dată cu dispa- 
riția integrală a deformatției. 

Modelul corpului vîscos. Prin definiție, corpurile perfect vîscoase 
se deformează continuu sub acțiunea forțelor, deformația cîştigată 
pästrîndu-se integral după îndepărtarea cauzei care a produs-o. Ase- 
menea corpuri sînt lichidele cu frecare internă denumite lichide new- 


* După Reiner. 
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toniene. Modelul mecanic al unui asemenea corp vîscos, la care defor- 
maţiile sînt proporționale cu solicitările, este alcătuit dintr-un corp 
de pompă cu un lichid vîscos în interiorul căruia poate glisa un piston 
perforat, totul simbolic denumit modelul N. 


Ecuația modelului N este: P, = = Kð. Diagrama din fig. « 
ilustrează comportarea acestui model : deformaţiile 3, cresc în ţa 
ele nu se produc instantaneu, sînt proporționale cu sarcina aplicată ; 
se păstrează integral la înlăturarea ei. Energia crește continuu cu sar- 
cina şi nu este restituită la descărcare. 

Modelul se spune că are „memorie” perfectă : reține integral toate 
evenimentele produse asupra lui. 

Modelul corpului plastic. Înțelegînd prin plasticitate proprietatea 
corpului de a se deforma ireversibil cînd eforturile unitare produse 
sub acțiunea unui sistem de forțe au atins limita de curgere, feno- 
menul mecanic analog este frecarea de lunecare. Un corp greu 
(fig. 3.34*) rezemat pe un plan rugos solicitat de o forță P de tracțiune 


|- măsura y , 2 -energie porentiola : T! 2 
y A r 
2 - acumulată : 7 
ó — restituit Î- masuro *- 5 : 2 -energio disipată 
Fig. 3.32 Fig. 3.33 


* După Reiner. 
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-forja de frecare 2 -mâsurag : 
3 — hisrerezis plastic 


Fig. 3.34 


]-histerezis viscos : 2- relaxarecurbilinie 


Fig. 3.36 


e: 2 = frecare statică : 
frecare de miscare 
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Fig. 3.37 


nu se pune în mișcare decît în momentul cînd forța P depăşeşte forța 
de frecare 7 = uG. 

____ Pe această analogie se bazează modelul lui de Saint-Venant, care 
ilustrează și diferența dintre limita superioară şi inferioară de curgere 
prin diferența dintre coeficienții de frecare, de lunecare la frecare 
statică şi dinamică (fig. 3.35%). 

Cu ajutorul modelelor mecanice expuse mai înainte se pot imagina 
scheme, pentru un corp oarecare, care să corespundă destul de bine 
observației. 

Compunere: 1 efectelor a două sau mai multor modele mecanice într-o 
schemă se poate tace considerînd că în fiecare din ele iau naștere aceleași 
eforturi interioare : legarea în serie (fig. 3.36%); sau considerarea că 
conlucrarea celor două modele are ca efect producerea acelorași 
deformaţii în fiecare din ele : legarea lor în paralel (fig. 3.37%). i 

Pe baza celor expuse pînă aici, se poate face un tabel general al 
corpurilor potrivit comportării lor sub acțiunea forțelor: 


| Lichide | Solide 
m m = e i E ee ac ai 
| Curgere | | 
L Ma = pei | asti Absolut 
7 astic slastice igi 
Ideală | Viscoasă | | | rigla 
Pasca | Newt | Sai t | | 
Denumirea corpului za PR je mi | Hooke | Euclid 
lian | nian | Venant | | 
so e PER A SE m RER | Se etil =, | i | 
| | ip | T 
Simbol | | N | | Ha |] 
Aad | | | 
P PE asa Ee zie ne 
i 59 | | 
Constanta specitică 0 4 r | Sg | E — x 


E este modulul de elasticitate longitudinal; 
n. — coeficientul de viscozitate cinematică ; 
o. — limita de curgere. 


3.8. RUPEREA FRAGILĂ (CASANTĂ). OBOSEALA 


Ruperea este separarea unui corp solicitat în două sau mai multe 
părți. Modul de rupere este influențat de natura materialului, forma 
corpului, sistemul de forțe și modul lui de aplicare, de condiţiile de 


* După Reiner. 


temperatură. Ruperea este clasificată în două mari categorii: fragilă 
(casantă) și ductilă. 

Ruperea fragilă se datorește rapidei propagări a unei fisuri în absen- 
ta sau. la valori reduse ale deformaţiei plastice. În materialele 
cristaline se produce de-a lungul pla anelor de clivaj ; după separare, 
suprafeţele de rupere la materialele pelicrissallna au ayee grăunțos 
deoarece planurile de clivaj diferă de la cristal la cristal. Uneori însă 
ruperea se poate produce pe o suprafață care trece sprit pa grăunții 
cristalini ; ruperea se produce în acest caz datorită componentei nor- 
male maxime — de întindere — a materialului. 

Ruperea ductilă apare după producerea unor deformaţii plast 
apreciabile și se datoreşte propagării continue într-un timp mai în 
lungat a fisurilor. O suprafață de rupere ductilă are un aspect deosel 
de cea casantă prin aspectul mai fibros. 

Modul de rupere nu este determinat exclusiv de natura mate- 
rialului ; materiale care de obicei au o rupere ductilă, prezintă rupere 
casantă în prezența concentratorilor de eforturi (modificări bruște 
ale secțiunii, crestături etc.), la temperaturi scăzute sau solicitate 
prin Şoc. 

Încercările de a determina prin calcul forțele care produc ruperea 
pornind de la forțele de coeziune s-au dovedit infructuoase ; folosind 
modele simple de structură şi ţinînd seama de forțele interatomice, 
precum și de energia de suprafață, se obțin prin calcul pentru forțele 
care ar trebui să producă ruperea, valori de zeci sau sute de ori mai 
mari decît cele care sînt determinate real prin încercări. Aceasta se 
datorește atît complexității structurilor reale, cît mai ales impertec- 
țiilor din structura lor, comparată cu cea a modelului lor teoretic. 

Valorile determinate experimental se apropie de cele determinate 
teoretic la materialele realizate în condiții tehnice deosebite pentru 
a obţine o structură cît mai perfectă. Fi bre foarte subțiri de sticlă, 
filamente metalice supuse întinderii se rup la forțe apropiate, ca 
valoare de cele teoretice. Dar și în acest caz, chiar contactul cu alte 
materiale sau influența atmosferei reduc repede valorile reale, ca 
urmare a atacului pe care acesta îl exercită asupra suprafeței exte- 
rioare ; aceasta dovedeşte influența stării suprafeței asupra capaci- 
tății de rezistență ; fisuri cât de mici o slăbese considerabil. 


Ruperea casantă are loc în absența detormaţiilor plastice la mate- 
rialele amorfe cum sînt: sticla, unii polimeri etc., în momentul atin- 
gerii unei valori a efortului unitar care de regulă nu poate fi prezis. 
Ruperea fragilă la materialele policristaline este precedată de mici 
deformații plastice. 

Pentru materialele casante o explicaţie a discrepanţei dintre rezis- 
tența teoretică şi cea reală a fost dată de Griffith care presupune 
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că într-o bandă dintr-un asemenea material sînt numeroase fisuri 
de forma unor elipse foarte turtite (fig. 3.38) la marginea cărora 
sub acțiunea unei stări uniaxiale de eforturi se produce o concen- 
trare de eforturi ; efortul maxim o, are valoarea aproximativă 


c 
Omn © 26 y: F 
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unde o este efortul unitar mediu perpen- 
dicular pe direcția fisurilor, c este semiaxa 
mare a elipsei, p raza de curbură la ex- 
tremitatea axei mari a elipsei; în cazul 
elipselor turtite p este foarte mic, ceea ce 
face ca la valori reduse pentru efortul unitar 
o, efortul unitar maxim o, să ajungă la 
valoarea efortului de coeziune; fisura se 
extinde. 

Calculînd cantitatea cu care energia 
elastică descreşte (pentru o grosime egală 
cu unitatea) în momentul formării fisurii 
eliptice 


precum şi energia formată prin apariția tensiunii superficiale S (tot 
pentru unitatea de grosime) 


V, = 4c$, 


Griffith ajunge la concluzia că propagarea fisurii se face pentru un 
minim al energiei totale W = W, + W, în raport cu semiaxa c, ceea 
ce conduce la valoarea efortului unitar mediu 


s= y = 


care constituie criteriul de rupere. 

Această teorie stabilită pentru întindere simplă poate fi extinsă 
la cazul stării plane de eforturi socotind fisurile iniţiale distribuite 
la întîmplare și admițînd că fisurile se propagă provocând ruperea 
cînd valoarea efortului la marginea fisurii este aceea care produce 
propagarea fisurii și cazul stării de întindere simplă. 
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În acest caz, criteriul de rupere în funcție de eforturile princi- 
pale o, și o, care pot fi de întindere dar și de compresiune, devine: 


GNV, E dacă 30, + oa > 0 


(01 — os)? + S(o. + 64) yo =0 dacă 30o, + oa < 0 


TC 


cu condiția o, > Gz. 

Reprezentarea grafică a acestor condiții (fig. 3.39) într-un sistem 
de referință în care pe cele două axe se reprezintă valorile c} respectiv 
o, conduce la conturul ABCDE. Conform teoriei, ruperea nu se pro- 
duce pentru combinaţiile de eforturi principale reprezentate prin 
puncte situate în zona hașurată. 

În diagramă iese în evidență faptul că în cazul compresiunii 
simple efortul unitar mediu care produce ruperea este de 8 ori mai 
mare decît cel care produce ruperea la întindere, fapt verificat la 
sticlă. 

Ruperea casantă la materialele cristaline se deosebește de cea 
a materialelor amorfe prin aceea că în apropiere de suprafața de 
rupere apar deformaţii plastice. În acest caz, trebuie luate în consi- 
derare nu numai energia necesară producerii tensiunilor superficiale 
la fisuri, ci şi cea necesară producerii deformațiilor plastice în apro- 
pierea fisurii. În cazul că deformaţiile plastice se concentrează într-o 
zonă. restrînsă, de grosime mică în raport cu lungimea fisurii, notînd 


0 9 >y/2E5/ne 
A DE 
Neal A AA — — g=-//ZE5/c 


8 fAESȚAc 
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cu P lucrul mecanic al forțelor pentru formarea deformației plastice, 
la colțul fisuri, criteriul de rupere devine 


Aplicînd această expresie materialelor care se rup casant, însă 
prezintă o oarecare ductilitate, rezultă că lungimea critică a fisurilor 
este de ordinul milimetrilor, spre deosebire de materialele amorfe 
la care ruperea casantă este produsă de fisuri de ordinul micronilor. 

Ruperea ductilă apare după deformaţii plastice apreciabile. La 
epruvete din materiale utilizate curent în practica inginerească (oţelul 
în special) ruperea ductilă se produce după parcurgerea a trei stagii 
distincte : 1) epruveta începe să se gîtuie, iar în zona gîtuirii se nasc 
cavități în material; 2) cavitățile se contopesc formînd fisuri în zona 
centrală care se îndreaptă spre exterior după o direcție perpendi- 
culară pe direcția efortului; 3) fisurile în apropierea suprafeţei late- 
rale se îndreaptă după o direcție de 45° față de axa epruvetei care 
se rupe. Ruperea poartă numele de rupere cupă și con. 

Din momentul inițierii gîtuirii nici efortul unitar nici deforma- 
țiile în bară nu mai sînt uniforme. Ia naștere o stare tridimensională 
de eforturi, iar lungirile se concentrează în această zonă. 

La temperaturi scăzute şi sub șocuri, ruperea casantă apare în 
materialele cu structură cristalină dacă o dată cu scăderea tempe- 
raturii sau cu creşterea vitezei de încărcare se ridică limita de curgere. 
De asemenea, ruperea casantă poate apărea în cazul că proba pre- 
zintă crestături care introduc concentrări de eforturi, cum sînt cele 
pentru proba de reziliență. Cînd se aplică o forță în regiunea crestă- 
turii, starea de eforturi este triaxială, lunecările şi deformaţiile plas- 
tice care necesită eforturi tangențiale sînt împiedicate; materialele 
nu prezintă fenomenul de curgere, ceea ce favorizează apariția ruperii 
casante. 

Este bine cunoscut că sub acțiunea unor forțe variind ciclic un 
timp îndelungat, un material nu poate rezista la aceleași eforturi 
la care ar rezista dacă ar fi solicitat static. Limita de curgere, rezis- 
tența de rupere sînt măsuri ale capacității de rezistență a unui mate- 
rial numai la sarcini statice. La încercările la oboseală, în special 
pentru ciclul alternant simetric, realizat pentru încovoiere prin solici- 
tarea unei epruvete care se roteşte astfel încît la o rotație completă, 
orice punct de pe circumferință trece de la starea de întindere la 
cea de compresiune (fig. 3.40), efortul unitar ia toate valorile. Efec- 
tuînd rotirile cu o viteză unghiulară mare se ajunge la valori mari 
ale numărului de cicluri într-un timp relativ scurt; încercarea are 
loc pînă la distrugerea epruvetei. Încercările se fac pentru valori 


descrescînde ale efortului unitar maxim pînă se ajunge la acea valoare 
sub care ruperea prin oboseală nu mai apare. Această valoare poartă 
numele de rezistență la oboseală sau limita de anduranţă, preci- 
zîndu-se felul solicitării (întindere, încovoiere etc.) și felul ciclului 
(alternant simetric, pulsator etc.). 
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Reprezentarea grafică a încercărilor se face de regulă într-un 
sistem semilogaritmic prin puncte avînd în ordonată valoarea efor- 
tului unitar maxim, iar în abscisă logaritmul numărului de cicluri 
ja care s-a produs ruperea sub efortul respectiv. 

La oţeluri pentru determinarea rezistenței la oboseală sînt necesare 
încercări care să solicite epruveta la ~ 106 cicluri; o epruvetă care 
a rezistat la acest număr poate fi socotită că rezistă la un număr 
infinit de cicluri (>> 105). La materialele neferoase, aluminiul de 
exemplu, nu se poate defini o asemenea rezistență la oboseală ; cînd 
numărul ciclurilor creşte continuu, efortul unitar care produce 
ruperea scade, însă înclinarea tangentei scade şi ea (fig. 3.41). 

Sînt mulţi factorii care influențează rezistența la oboseală. Merită 
în mod deosebit a fi remarcată existența concentrărilor de eforturi, 
starea suprafeței și condițiile de mediu. Schimbările de secțiune, 
găurile produc concentrări de eforturi în apropierea cărora se amor- 
scază ruperea. Suprafețele neprelucrate care au inițial mici fisuri 
produc o scădere a rezistenței la oboseală ; aceasta crește dacă supra- 
fața este prelucrată chimic sau mecanic. 


Mediul coroziv micșorează rezistența la oboseală la elementele 
neprotejate. Dacă se aplică o solicitare statică permanentă pentru 
plese supuse la un ciclu alternant de întindere — compresiune, 
rezistența la oboseală se modifică ; scade dacă solicitarea permanentă 
este de întindere și crește dacă este de compresiune. 
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ECUAȚIILE TEORIEI ELASTICITĂȚII ȘI ALE TEORIEI 
PLĂCILOR PLANE SUBȚIRI 


4.1. LEGILE DE BAZĂ ALE ELASTICITĂȚII LINIARE 


Adoptînd ca model materialele cristaline, care prezintă deformații 
mici în domeniul elastic, s-a adoptat ca ipoteză de bază a teoriei 
elasticității cu caracter de lege fizică, elasticitatea perfectă a mate- 
rialelor*, ipoteză care implică două proprietăți distincte: reversibi- 
litatea deformației și liniaritatea relațiilor dintre deformaţiile specifice 
şi eforturile unitare (legea lui Hooke) ; acestea din urmă au expresia 
cea mai simplă în cazul stării liniare de eforturi (întindere sau com- 
presiune), şi anume : 


g= Be, (4.1) 


În starea de eforturi tridimensională, legea lui Hooke poate fi 
exprimată fie deducînd deformaţiile specifice în funcție de eforturile 
unitare : 


l > l 
e = ilo Ilo t o] Id; 

] pP 1 Li 
RA E [o, — v(o, + 6,)]; ya = G Tys; (4.2) 
4 rE 7 

DAR ae | 
2, = E [o, Si (6, air 9) ] , P = G Tax, 

J za 7 


* Evident, această ipoteză este completată de ipotezele cunoscute: omogenitate, 
continnitate, izotropie. 


85 


he deducînd eforturile unitare în funcție de deformaţiile specifice : 


o = Ae + 2Ge,: Tay = Cyh 
0, = àe + 2Ge,; T Cre (4.3) 
o ze + 2Ge, ; Ta E Ga 


in care £ este modulul de elasticitate longitudinal, v constanta lui 
Poisson, A şi G coeficienții lui Lamé avînd valorile : 
[i vE b E 


A : ——; G = ——, (4.4) 


l (Il 2v) 2(1 + v) 


lar e = e, + ey + e, este deformația specifică a volumului. 
Deformația specifică a unui volum elementar solicitat de o stare 

omogenă de eforturi caracterizată prin componentele o,, Oy, C, Tey, 

Tys Ta este dată de relația: a „0 


j j 04 Oy Oz y 

E = e ep + e, = (| — 2y 

„+a, E (1 — 2y) 

sau notînd 
= g G e) 
| 2v 

E = 0. 4 5) 
E (2a) 


__ Prin această relație se definește modulul de deformatie volumică 
K socotind un corp supus unei presiuni hidrostatice uniforme : 


0, = 0; = 0 = — $. 


N otînd 


K 
rezultă pentru K valoarea 
= E 
K = ——. 4.6 
.D 
3(1 — 2y) Li 
Detormaţia unui volum poate fi descompusă în două componente : 
cea care produce modificarea volumului păstrind însă forma si cea 
care produce schimbarea formei păstrindu-i însă volumul. 
O stare uniformă de eforturi produsă de efortul unitar mediu: 
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produce o deformație volumică egală în valoare cu cea produsă de 
starea de eforturi dată. La un paralelipiped dreptunghi, acționat 


de starea de eforturi uniformă, și după deformație laturile păstreaz: 
rapoartele inițiale dinainte de deformare, toate lungindu-se în același 
raport : 


(1 + eo) = 1+*(1 — 2) 


E 


deci forma se păstrează. 

Deviatorul eforturilor D, păstrează însă volumul moditicînd 
forma: paralelipipedul dreptunghi se transformă într-unul oblic 
avînd toate fețele paralelograme*. Evident, această observație este 
valabilă în cazul stării omogene de eforturi și numai pentru corpurile 
izotrope. Așa cum s-a văzut (v. $ 2.4) deviatorul eforturilor constituie 
o stare de forfecare pură; ea produce numai distorsiunea corpului. 

Energia potențială de detormație specifică (raportată la unitatea 
de volum) este: 


M 

ì 

Ă 

| 

) 

> 

] 

= 
aa 


w, = GE F aey "+ G 


l 
o L 


Ea poate fi exprimată fie numai în funcție de componentele efor- 
tului unitar : 


i. oz 2 2 v 
u lor + 03 oz) (6,6, + 0,6, 6,60) — 
2E i i 
1 pt 2 2 (4.8) 
sai Di cp (aay | Tys T Tar) (4.5) 
2G 
fie numai în funcție de componentele deformației specifice 
A TE. 2 2 G 1 2 2 
w ie + Gle: H os gS le a (rs H yst Y aa (4.9) 


Această expresie arată că energia de deformație este totdeauna 
pozitivă. 

Energia potențială de deformație poate fi de asemenea descompusă 
în două părți corespunzînd deformației uniforme w, (modificarea 


* Cu excepția cazului cînd direcțiile laturilor coincid cu cele ale eforturilor princi 
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pale 


volumului cu păstrarea formei) şi distorsiunei ws (modificarea formei 
cu păstrarea volumului), avînd valorile : 


p i 3 TEN 303 c NT (ox + Oy -+ 6)? l 
w, = Z Coto = 22 (1 — 2) w (1 — 2); (4.10) 
| ` 
a zale aaa ET [(6, — 0)? + (oy — 6)? + (6, — 0,)2] 4 
e dl 2 9 4 2 
le 2G (ty T r T Taz): (4.11) 


Continuitatea corpului după deformare se exprimă prin ecuații 
de compatibilitate matematică : prin derivarea relațiilor dintre defor- 
mații și deplasări se obține: 


0 ez Fu , Pey _ Ou , ey Qu 
gy? ðxðy?” 02 0x02! 0 ðx2ðy * 
Pey __ 0% 020, _ Ow e, w 
ðz?  Oy0z2 ðr?  ðx?ðz” ðy ðy?ðz 
A | (4.12) 
Pray __ Fu , Gw . m _ v Fa 
ðxðy ðxðy?  ðx?ðy” ðyðz ðyðz Oy202 * 
poe Fu , Pw 


ðxðz 0x02? 0202 i 


Ținînd seama că valoarea derivatelor nu depinde de ordinea în 
care s-a făcut derivarea, se obțin următoarele expresii : 


Oe Ea 02ey TN OY gy 
Oy Qa2 0x0y 
J?e j ĝe, ora 
Pay. ir a (4.13) 
922 Oy? 0yOz 
Oey Pi Oe, Gar 
ð | ðe 020% 
9 Oey > 0 ka OY xz Z] 
ðyðz Ox ðz ðy O 
o 02ey O [ðYyz ð OY xa 
2 ai =. a | 2: Yyx OYxz (4. 14) 
xôz ðy | ðx Oz Oy 


o 0?e, ð | Orar y OYzy ar ai E 
Oy ðx ðz |) 
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x 


Aceste 6 condiții sînt condițiile de compatibilitate exprimate 
în funcție de deformații. 

Folosind relațiile dintre eforturi și deformații (legea lui Hooke 
generalizată), precum și ecuaţiile diferențiale de echilibru, în absența 
forțelor masice, sau cînd acestea sînt constante, condițiile de compa- 
tibilitate pot fi exprimate în funcție de eforturile unitare, după cum 
urmează : 


020 020 
1 + v) Ac, += =0; | 4 yÅ teemana 
(1 + y) Ao aa ; ( V) Arya A a 
(+ Ag, +% =0; (1+5) Ata +20; (415) 
Oy? 0x02 
(ia ti; UFA 2o 0; 
a ðxðy 


unde cu A s-a notat laplacianul : 


w G pma p 405 
s5 0x? E: 0y? | a2 


iar cu 0 invariantul prim al eforturilor unitare: 


0 = o F o t o 

Rezultă că pe lîngă ecuațiile de echilibru (2.28) şi condițiile pe 
contur (2.30) eforturile unitare trebuie să verifice şi condițiile de 
compatibilitate (4.15). Sistemul de ecuații astfel obținut este în general 
suficient pentru determinarea fără ambiguitate a eforturilor unitare. 
În acest sens, teorema lui Kirchhoff bazată pe faptul că eforturile 
unitare dispar cînd se îndepărtează forțele exterioare, demonstrează 
că soluția astfel obținută este unică. 

În cazul stării plane de eforturi condițiile care trebuie satisfăcute 
de eforturile unitare sînt simplificate. În absența forțelor masice, 
ecuațiile de echilibru (2.29) şi condițiile pe contur (2.31) sînt: 
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Relația dintre eforturile unitare și deformaţiile specifice (legea lui 


Hooke) se exprimă sub una din următoarele forme : 


| 
i 


E, = E (6, a? YOy) 
(4.16) 
1 
Ey = — (6, vG,) 
E 
sau 
E 
r C aA, 
I— y? z 
: (4.17) 
Ls 
DSS e - (6, | ve.) 
| b ig 
iar condiția de compatibilitate ia una din expresiile : 
OY gy a atu 
= i (4.18) 
dxoy 


+i 


(condiția de compatibilitate în funcție de deformații) sau 


(condiția de compatibilitate în funcție de eforturile unitare). 


4.2. FUNCȚIA DE TENSIUNE. FUNCȚIA DE DEPLASĂRI 


Soluționarea problemei determinării eforturilor și a deformațiilor 
unui corp solicitat de forțe exterioare se face de regulă cu ajutorul 
unor funcții din care prin derivări se obțin fie eforturile unitare, fie 
deformaţiile. 

In cazul stării mm de eforturi, se caută de regulă o funcție de 
tensiune Ọ, denumită funcția lui Airy, din care se obțin, prin deri- 
vare, valorile eforturilor unitare : 


ko Y o 
ca în ee E (4.19) 
ðy? i 02 i 0x0y 


90 


De asemenea, eforturile 
contur (2.31). 

Înlocuind în condiţiile pe contur, valorile 
rilor unitare cu cele din (4.19), se obține: 


— 
=> 


Evident, condiția de compatibilitate (4.18) trebuie să fie 
făcută de aceste eforturi; exprimîndu-le ca mai i 
condiția de compatibilitate pentru funcția de 


A 02 |, Pb D) 
AAD = E +5 
Out Oy2 ]! ĝa? 
aO cun SE E i 
da 04209? 0y* l 


Pb PP i 

a ea pe ce FR 

Oy? ðxðy 

00 o E 
m — — l =Y. 

x? 0x0y 


Valoarea și variația pe contur a funcţiei de tensiune poate fi sta- 
bilită integrînd aceste expresii pe contur ; ținînd 


L = cos (n, 3) = — şi 
i ds 
dx 
m = COS (A, y) = = — 
Și ds 


înlocuind în condițiile de mai înainte se obține: 


= O dy — ËO dx d 10b 

ae E RR IER 
0y? ds ðxðy ds ds i ðy lj 

T o da | DD dy d 00) 
öx? ds 0x0y ds j ds | Oz 


grînd aceste expresii de-a lungul arcului OS (fig 


S S 


( X ds = E [= e iai ( Fis Db 
0 


dy 1 Oy] gx 
0 0 


tensiune : 


unitare trebuie să satisfacă condițiile 


componentelor efortu- 


seama că: 


4.1) se obține : 


. BD 00 e FE Fi ify À 
Derivatele 92 și % din expresiile (4.21) sînt determinate pentru 

Oy * Ox 
punctul S. La contururile simplu conexe, valorile derivatelor în punc- 


tul O nu influențează valorile eforturilor unitare dispărînd prin deri- 


Fig. 4.1 


> 


vare. De aceea ele pot fi socotite nule și expresiile (4.21) se pot scrie 
sub forma : 


Mărimile 7, şi T, se calculează analog forței tăietoare : suma pro- 
iecțiilor tuturor forțelor aplicate pe contur (forțe exterioare) de la 
punctul O pînă la punctul S în care se calculează derivata funcției 
de tensiune. 

Trecînd mai departe pentru a determina expresia funcției de ten- 
siune se determină diferenţiala ei totală: 

OD 00 


dð = — dx + 


— dy. 
0x n 


Funcția de tensiune P se obține prin integrares 
s 


o = | (Td — 7, ax) (4.23) 


ot 


92 


care se efectuează prin părți, obținîndu-se 


S 


= [Ty — T,xlo — | (vaT; — xd7,) 


o 


în care se înlocuiesc valorile componentelor forței tăietoare T și a 
derivatei în funcție de forțele pe contur, obținîndu-se : 


S 
b | Xy, — y) ds — | Y (4, — x) ds. (4.24) 
0 0 


Această expresie are valoarea momentului încovoietor al forțe- 
lor exterioare de pe conturul OS față de punctul S: el poate fi notat 
M şi relația devine : 

M =D, 

În cazul stării spațiale, tridimensionale, de eforturi, se poate 
apela tot la funcții de tensiune sau de deplasări. Una dintre funcțiile 
aplicabile, este funcția vectorială de deplasări a lui Galerkin. Notînd 
deplasarea sub formă vectorială cu 

p = tu + jv + kw 


iar funcția vectorială cu F 
F=iX 419 4 kZ. 
Deplasarea poate fi exprimată prin relația* 
2Gp = [2(1 — v) A — y div] F (4.25) 


cu condiția ca 


+ Reamintim că y este operatorul diferențial „nabla” (uneori denumit „,del”) 
definit prin relația : 


5 [i ð r ; ð i 
D= |1 — + Í +k]? 
y Ox i 0y Qz | 


iar prin „div” se notează divergența unui vector definită prin relația 


5e ðA ðA QA 
div 4 = pp. 


Ox Oy Oz 
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în care K este forța masică; evident, în cazul că forța masică este 


nulă : 
AAF = 0. (4.27) 
Eforturile unitare se obțin prin derivare: 
(AX ja 
AET E SOS [vA — Z) div F 
Ox 0? 
(AY i. 
6, = 2( pp T [vA = | div F 
i Oy | Oy2 
A )(AZ )2 = 
6, = 2(1 — y) LRS [vA D | dix i 
z ðe ! Qz2 
9 = (1 + y) A div F (4.28) 
X JAY z aA 
eT, EE a. ) div F 
i | Oy ðx 0x0y 
[ OAY Z n FR 
ue E (A v) IE pc div 
dz Oy J 0y0z 
OAZ AX) g2 = 
see et [| me fl alee |— —— div F 
Ox ðz | 0z0x 


Avantajul funcției vectoriale a lui Galerkin constă în faptul că 
cele 3 componente ale sale după direcțiile Ox, Oy şi Oz sînt indepen- 
dente între ele; notîndu-le cu F, F, şi F, expresia (4.27) devine: 

AAF = AAF, = AA, = 0. (4.29) 

Un caz particular al stării tridimensionale este cel al torsiunii 
barelor cilindrice (fig. 4.2), problemă rezolvată de Barre de St. Venant 
prin metoda semiinversă denumită astfel pentru că consideră de la 
început cunoscute unele eforturi unitare, și anume: 

Oy = Oy == G, = Tyy == Toy = 0. 

Problema se rezolvă determinînd o funcție de tensiune Ọ* care 

să satisfacă ecuația lui Poisson 

AD = — 2G9, (4.30) 
în care cu 0 s-a notat rotirea specifică a secțiunii, şi să fie constantă 
pe conturul secțiunii (sau pe contururi în cazul domeniilor multiplu 


* Funcție introdusă prima dată de Prandtl care a imaginat și analogia care îi poartă 
numele, 
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onexe (fig. 4.3); de oy constanta se consideră nulă pentru con- 
turul exterior c, deci 


e. 


(0) == 0; (0), = Ci. (4.31) 
Pe fiecare contur interior este îndeplinită condiția : 
op 3 
— ds = — 2G04,; 4.32 
$, dn : ( ) 


; s-a notat aria închisă de conturul c, 
O dată determinată funcția, componentele efortului unitar tan- 
gențial se determină prin derivare: 


în care cu A, 


= ei (4.33) 


Momentul de torsiune este dublul volumului închis de suprafața 
descrisă de funcția de tensiune și de suprafața secțiunii. 


M, =9V0 =2 2 (| © dx dy. (4.34) 
VJA 


Reprezentînd funcția de tensiune ca o suprafață, efortul unitar 


tange nțial int tr-un punct are ca direcție tangenta la curba de nivel 
în punctul respectiv, iar ca intensitate înclir sarea liniei de cea mai 
mare pantă în acel punct. 

O altă soluție se referă la eforturile unitare ii e datorite 
>, (fig. 4.4). 


încovoierii barei drepte solicitate de o forță tăietoare 7 
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Componentele eforturilor unitare tangențiale în acest caz pot fi deduse 
dintr-o funcție de tensiune O = Ọ (x, y) care trebuie să verifice ecuația 
de tip Laplace 


g g 


Ox? 0y? 


AO = 


= 0 (4.35 a) 


iar într-un punct pe contur să aibă valoarea : 


(0), = Fe | a dy Ei a a ae DE pi Ati pă contur) (4.35 b) 


Fyd Ê 2 ty ah 


în care cu 1, s-a notat momentul de inerție al secțiunii față de axa 
principală de inerție perpendiculară pe direcția forței tăietoare. 
Componentele efortului unitar tangențial vor fi: 


(4.36) 


oË 90 P vy? 
Tr R -— |x > ) 
z Oy 219 l-+w 


4.3. ECUAȚIA PLĂCILOR PLANE SUBȚIRI 


Plăci plane subțiri sînt considerate construcțiile definite printr-o 
suprafață mediană plană avînd grosimea (măsurată perpendicular 
pe suprafața mediană) mică în raport cu dimensiunile în planul supra- 
feței mediane. Deformaţiile sînt mici; prin deformare, dreptele per- 
pendiculare pe suprafața mediană înainte de deformare rămîn drepte 
şi perpendiculare pe suprafața mediană și după deformare. 


Din fig. 4.5 reiese (rezultatele se extind şi asupra unui plan paralel 
cu Oy perpendicular pe planul xOy) că: 


Jw Ow t 
0 = tg 0 ==; p=; 4.37) 

x > x ôx ? dy ( 

de asemenea, că: 
T pla mea pala (4.38) 
Qx 0y 
Deformaţiile specifice (calculate în punctul Q) sînt: 
ĝu gw 02w 0? w z 

g z—; = — ł—; = = 4.39 
” og i ga ; Oy? a 0x+0y ( 
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o O a 


Exprimînd eforturile unitare în funcție de detormaţii (legea iui 
Hooke aplicată în cazul stării plane) 


E ; DA 
p E sa a a e 


Fig. 4.5 Fig. 4.6 


Inlocuind în (4.40) valorile din expresiile (4.39) se obține: 


Ez  |02w ' gw Ez Fw 021 
G, ai T m |; 6 = — |- + v- 
1 — v? | gx? gy? A 1 — x? |y? Ga 
s Gw Ez w 
E e et ai Den (4.41) 
0x y 1 + v ðxðy 


Reducînd eforturile din secțiune la momentele încovoietoare M, 
și M, momentul de torsiune M,, ṣi forțele tăietoare T,, T, acționînd 
toate pe unitatea de lungime de placă (fig. 4.6), se obține : 


Fw Jw) Jw 2w 
N A Dh Ey al Ma = p Ea 
x2 Oy? i 0y? x? 
02w A gw w | 
ÎNVĂ aq E M, = (1 — yD T, = — D |— + = 4.42 
i a ( ) 0 ðy d 0? 0x0y2 | ( 
T a = | w 
8y? 0+20y 
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In aceste expresii s-a notat cu D rigiditatea plăcii: 


D = E (4.43) 


Intre eforturile secționale M,, My, Ma, Ia, T, si încărcarea p 


p (x, y) sînt următoarele relații diferențiale : 
Dig OT 
- H — p(x, y) 
Ox oy 3 


ðM; , ðMyx 


— p = T, (4.44) 
gx Oy : 

OM OM xy x JE 

Oy JX p 


Hliminînd în prima ecuație pe T, şi T,, se obține expresia: 


Me o Myry i My | 5 
Ge. aieia pal = — $ [g y). (4.45) 
Ox? 0x0y Oy2 py \ 


inlocuind în a doua ecuație (4.44) valorile din ecuațiile (4.42), 
se obține : 


D Ed , A di 9 ( a i Qw =T 
Ox 0y2) Oy 0x 0y i 
me Fw ) J 4 
T, = L sa A: (Aw) 
ðxðy?! Ox 
deci 
PE : Zi zau) y 
T, = — D=(4Aw); T= =DE Aw. (4.46) 
Ox i Oy 3 


Inlocuind valorile din (4.46) în prima ecuație (4.44) se obține: 


tw r Jtw Fiw x, y) 
MAp = 8 p E a, (4.47) 
Oxi 0x? 0y? Oy: D 


Această ecuație, denumită ecuația generală a plăcii plane subțiri, 
poate fi pusă şi sub altă formă: 


102 0219 A 
M, + M, = — (1+9) D | + 3 = — (1 + v) DAw; 
x? Oy? i 
notînd : 
j) t My 
MaM (4.48) 
lI+v 
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ecuația devine : 
M = — DAw. 


Folosind această relație, ecuația generală a plăcii (4.47) scrisă 
311} f g- 
sub forma : 


0? 02 
DAMA = |— + —] (DAw) = p 
gx? 0y2 

poate fi desfăcută în două ecuații diferențiale de tip Poisson: 
02M 02M . 02w Qw M i 
Pap pie. (4.49) 


ox? Oy? 0x? Oy? D 


Condiţiile de margine sînt determinate de modul de rezemare. 
În lungul unei margini simplu rezemate (de exemplu o margine 
rectilinie normală pe 0x) (fig. 4.7) 
- j ow = 
w=—0; M,—0 sau —=0. (4.50) 


x2 


În lungul unei margini libere orientate ca în fig. 4.7: 


022 ) 2 
M, = 0 sau | = =0 
x Qy? 
ȘI 
f Jw Pw 
R,=0 sau = + (2 — y — = 0 
Oy: 0x02 


(R, este reacţiunea pe această latură). 


Fig. 4.7 


Examinarea sumară a acestor probleme arată că ele pot fi rezol- 
vate dacă se găsește în fiecare caz în parte o funcție, de tensiune sau 
de deformațţie, care trebuie să satisfacă o ecuaţie diferențială și anumite 
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PREFAŢĂ 


In dezvoliavea societății omenești, o mare importanță a avut aclivi- 
tatea „omului constructori“. Fiecare etapă istorică este marcată prin 
constr uchile ei, a căror evoluție poate fi considerată o măsură a mivelu- 
lui de civilizatie și de cultură atins. Arta de a construi a început însă 
să se transforme treptat în știință, numai cu trei secole în urmă, pentru 

e îmcheca si a deveni 1 instrument deosebit de util latë cu 

se inchega și a deveni un instrume deosebit ae util o data cu 
secolul nostru. 


ji Patruzeci de ani, materialul faptic, experiența acumulată, 
au c ondus la aprofundarea comportării materialelor de 


ři 


1 
constructie sub 
actiunea f ortelor şi la crearea unor puncte de vedere noi sau chiar a unor 
concepții de bază noi în tehnica constructiilor. 


In l ucrarea de fată autorii au căutat să extragă un material care să 
poată aju ta inginerul constructor să ia contact 
/ & 
cu sea mă ci 


cu noi probleme mai 
cele de dată mai recentă care nu au avut timpul necesar 
a pătr unde în practica curentă şi de a-l apropia cît mai mult — protec- 
tant, executant sau cercetător de lumea fenomenelor fizice, de a-i 
cre a o imagine cît mai clară a categoriilor cu care lucrează. 


Lucrarea nu este un curs — cu toate că studentii institutelor de în- 
vătă mi nt tehnic superior ar putea găsi în ea elemente care să le comple- 
tteze cunoștințele de bază obtinute — și nici nu pretinde a fi un îndrep- 
ar pent ru proiectanti. De aceea conținutul nu este raportat la normative 
în vi goare care de altfel pot avea un caracter temporar — și nici la 


standar de. Sub unele aspecte, autorii au prezentat chiar pozitii perso- 
nale . 

Pentru ușurința pătrunderii materialului, autorit au considerat de 
aseme nea util să prezinte acest material într-o formă mai completă, 
ceea ce a condus la prezentarea pe scurt a unor noțiuni cuprinse în 
lucr ările de specialitate şi în manualele curent utilizate. 

În ceea ce priveşte bibliografia, ea conține în general numai lucrările 
de bază, mai ample, articolele şi notele de revistă lăsîndu-se de o parte, 
dat fiind că materialul bibliografic este deosebit de vast. 


gi 


Sperăm că lucrarea i 


adresează. 


constructori cărora li Se 
semnala 


va fi utilă inginerilor 
Autorii ar fi foarte bucuroşi dacă cititorii le-ar 


neajunsurile lucrării sau le-ar sugera probleme din domeniul rezistentei 
materialelor care să intereseze în “special proiectarea în construcpu 
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INTRODUCERE 


Rezistenţa materialelor este o disciplină specific inginerească. Ea 
răspunde unor probleme concrete de mare importanță practică şi 
anume celor legate de durabilitatea construcțiilor ; în cele din urmă 
ea trebuie să răspundă întrebării dacă o construcție concepută pentru 
un anumit scop va rezista, în sensul că în timpul exploatării, al cons- 
trucţiei sau montajului, nu va ajunge să fie inutilizabilă nici prin rupe- 
rea unor elemente, nici prin deformații, nici prin vibrații sau prin 
pierderea stabilității 

Desigur, durabilitatea unei construcții este influențată de numeroşi 
factori ; ea poate fi redusă datorită coroziunii, incendiului sau altor 
cauze. Rezistența materialelor reține pentru studiu cauzele care nu 
modifică dimensiunile sau proprietățile fizico-mecanice ale construc- 
tiei (acţiunea forțelor, diferențele de temperatură moderate care nu 
schimbă substanțial comportarea materialelor sub acțiunea forțelor, 

l i în aşezarea construcției — tasarea reazemelor etc.). 

Avînd această preocupare, două sînt direcțiile pe care se dezvoltă 
Rezistența materialelor ; prima direcție este legată de determinarea 
forțelor interioare și a deformațiilor care iau naștere în urma acțiuni- 
lor din exterior ; a doua direcție este cea a prezicerii dacă o construcție 


sau elementele construcției vor rezista forțelor, a aprecierii gradului de 
siguranţă la acțiunile normale, extraordinare şi catastrofale previzibile. 


in dezvoltarea sa, Rezistența materialelor înmănunchează, siste- 
matizează şi tace sinteza între cunoştinţele teoretice și experimentale, 
trăgînd concluzii pentru practica inginerească. 


SCURT ISTORIC AL REZISTENȚELOR MATERIALELOR 
Rezistența materialelor este o ştiinţă relativ nouă. Dezvoltarea 


ci este legată de dezvoltarea producției industriale şi de consecințele 
i în domeniul construcțiilor civile și industriale, a transporturilor 


T 


şi căilor de comunicație; Rezistenţa materialelor s-a născut din cerin- 
țele practicii, pentru a servi practica industrială ; dezvoltarea ei în 


timp constituie o ilustrare a cuvintelor lui Marx care spunea că indus- 
tria împinge mai departe știința decît o sută de universități. 

Preocupările pentru realizarea de construcții sînt vechi, am putea 
sdune de cînd lumea. Sînt cunoscute în întreaga lume construcții care, 
deși realizate cu multe secole în urmă, uneori cu milenii, își păstrează 
încă întreagă capacitatea de rezistență. Ceea ce caracterizează con- 
strucțiile rămase din vremuri îndepărtate este în primul rînd faj 
tul că ele nu se disting printr-o mare diversitate şi în al doilea 
că pentru realizarea lor au fost folosite cantități de materiale cai 
depăşesc cu mult cantitățile utilizate astăzi pentru construcții de 
aceeaşi. mărime, supuse unor solicitări asemănătoare. 

Lipsa diversității se datoreşte faptului că o construcție nouă 
copia în mare măsură lucrările vechi asemănătoare, care prezentau 
avantajul hotărîtor de a fi fost verificate de practică. Dacă unele 
lucrări la care se aduceau inovații sau soluții noi s vedear 
de rezistente, sau mai rezistente decît con istrucțiile vechi, ele le 
deveneau modele pentru lucrările ulterioare ; progresul avea, în cea 
mai mare parte, o singură sursă : experiența, de aceea era foarte lent 
şi devenea vădit numai după trecerea, cîteodată, a numeroase gene- 
rații. 

Ca şi celelalte ştiinţe moderne ale naturii, Rezistența materialelor 
are începuturile în epoca renașterii în con diţiile dezvoltării capitalu- 
lui comercial, a comunicațiilor internaționale maritime, a industriei 
miniere şi metalurgice. Intensificarea schimburilor comerciale pe căi 
nav igabile, în special pe mare, punea problema creerii de vase de 
mai mare tonaj, amenajarea căilor navigabile și realizarea de construc- 
ţii hidrotehnice, cum sînt barajele și ecluzele, porturile. 


Metodele tradiționale nu mai puteau răspunde noilor cerințe. 
Încercările de a realiza nave noi prin mărirea la scară a celor vechi 
dădeau eșec; a apărut necesitatea studierii elementelor ținînd seama 
de capacitatea lor de rezistență. Cel care a început primele experiențe 
sistematice în acest domeniu a fost Galileo Galilei care la Arsenalul 
de la Veneţia a obținut primele rezultate în probleme de similitudine, 
stabilind relații între dimensiunile grinzilor și încărcările pe care le 
pot suporta. 

În secolul al XVII-lea și mai apoi în secolul al XVIII-lea începe 
sistematic studiul experimental al legilor naturii; iau ființă socie- 
tăți savante — embrioanele academiilor de știință de mai tîrziu — în 
Italia, Franța, Anglia, apoi în Rusia și Germania ; se formulează 
legile naturii în diferite domenii ale fizicii. Unele principii funda- 

nentale ale Rezistenței materialelor sînt determinate o dată cu celelal- 
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te legi ale fizicii de aceiaşi oameni de ştiinţă cu multiple preocupări 
în domeniul fizicii. Ca momente în această perioadă, sînt de notat 
legea lui Hooke privind proporționalitatea dintre eforturi și deformaţii, 
lucrările lui Mariotte, care deşi nu a reuşit, s-a apropiat mult de solu- 
ţia problemei eforturilor în grinda dreaptă solicitată la încovoiere, 
lucrările lui Iacob Bernoulli și Daniel Bernoulli, în domeniul încovoie- 
rii barelor şi ale lui L conhard Euler cu privire la curbele de deforms ție 
le grinzilor şi coloanelor solicitate de forțe. 

Cu toate că Galilei, Hooke și Mariotte, studiind probleme care 
stăzi aparțin Rezistenței materialelor, aveau în vedere și aspectul 
practic, majoritatea cercetărilor care se desfășurau în acea vreme se 
datorau curiozității științifice, dorinței de a cunoaște legile naturii. 
Abia în secolul al XVIII-lea au început să fie treptat introduse în 
practica inginerească rezultate obținute în secolul precedent. Probie- 
mele noi care apăreau cereau nu numai o e şi cunoştinţe 
practice, dar şi măiestrie în rezolvarea lor raționa Au luat ființă 
primele şcoli de pregătire inginerească şi au met primele lucrări 
de mecanică tehnică. În Franţa ia naştere, în anul 1720, Corpul 
inginerilor de drumuri și căi de comunicație, iar în 1747 se înființe: 
renumita Școală de Poduri şi Şosele pentru pregătirea inginerilor în 
construcția drumurilor, canalelor și podurilor. Dintre numeroșii sa- 
vanți care în acea perioadă au contribuit la formarea disciplinei 
Rezistenței materialelor, un aport deosebit l-a avut Coulomb eare 
a studiat teoretic şi experimental numeroase probleme ale determi- 
nării eforturilor şi deformaţiilor din care multe, modificate numai 
în formă, sînt preluate s și astăzi. De asemenea Navier, care a dat soluții 
corecte numeroaselor probleme de care s-a ocupat și care a publicat 
una din primele cărți, cuprinzătoare, la zi, de Rezistența materialelor, 

Acumularea cunoștințelor teoretice și experimentale a permis ca 
în secolul al XIX-lea să se facă o amplă sinteză teoretică, stabilindu-se 
un model abstractizat al corpului material, o comportare idealiza tă 
a lui sub acțiunea forțelor la care este solicitat. Pe această bază s-a 
închegat și dezvoltat, folosind un aparat matematic uneori destul 
de avansat, Teoria elasticității la care au contribuit mari fizicieni 
si matematicieni ca : Poisson, C Cauchy, de Saint Venant, Lame, Maxwell, 
Ostrogradski, Green, Stokes şi alții. 

Rezultatele Teoriei elasticității au fost cuprinzător aplicate în 
practica inginerească însă mult mai tîrziu; Rezistenţa materialelor 
s-a dezvoltat stabilindu-și ipotezele de bază proprii din care unele 
coincideau cu cele ale Teoriei elasticității — modelul corpului material, 
metode proprii de cercetare și de rezolvare avînd ca obiectiv calculul 
construcțiilor și elementelor de construcție și siguranța lor. Un imens 
volum de cercetări experimentale desfășurate în laboratoare de încer- 
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cări ale materialelor au permis stabilirea tot mai precisă a proprie- 
tăților fizico-mecanice a materialelor, a comportării lor sub acțiunea 
forțelor în diferite condiţii de solicitare. 

___ Sinteza cercetărilor pentru cerințele muncii inginereşti este opera 
inginerilor însăși. Metodele de stabilire a eforturilor, criteriile de dimen- 
sionare etc. se datoresce inginerilor care, introducînd materiale noi, 
au pus și rezolvat noi și noi probleme; fiind legată de dezvoltarea 
industriei în toate țările, Rezistența materialelor s-a dezvoltat cu 
aportul adus de inginerii din toate țările, pe măsura dezvoltării lor 
industriale. Sînt cunoscute contribuţiile lui Juravski în domeniul 
încovoierii grinzilor, Clapeyron în domeniul grinzilor cu mai multe 
deschideri, O. Mohr în numeroase probleme legate de starea de 
eforturi, de criteriile de rezistență, de calculul deformaţiilor și al efor- 
turilor în sisteme etc., Fairbairn în domeniul încercării materialelor, 
Woehler în domeniul oboselii și mulți alții. 

Urmărind istoricul dezvoltării disciplinei, trebuie să remarcăm 
că deși contribuții ale inginerilor români au existat, ele s-au limitat 
în special la aplicarea riguroasă a Rezistenței materialelor la calculul 
construcțiilor. Lipsa condițiilor materiale pentru cercetare şi men- 
ținerea la un nivel scăzut a industriei din trecut s-a resimțit și în acest 
domeniu ; atunci cînd au existat însă posibilități, realizările au fost 
la înălțimea concepțiilor celor mai moderne la acea dată. 

Podul peste Dunăre, conceput și realizat sub conducerea ingine- 
rului Anghel Saligny, este un model de aplicare creatoare în concepţia 
generală şi în detalii a Rezistenței materialelor în construcția de 
poduri ; reamintim că prima dată a fost introdus în construcția de 
poduri oţelul moale în locul fierului pudlat. Menţionăm, de asemenea, 
sinteza tăcută de Gh. Em. Filipescu în forma elegantă pe care o dă calcu- 
lul vectorial, în lucrarea „Rezistenţa materialelor şi Statica construc- 
țiilor““, a cărei răspîndire mai restrînsă se datorește numai faptului 
că limba noastră este mai puțin accesibilă în străinătate. În fine, 
menționăm lucrarea creatorului sonicității George (Gogu) Constanti- 
nescu, publicată la începutul secolului nostru, în care starea de efor- 
turi în barele de beton armat este analizată aplicând soluțiile exacte 
ale Teoriei elasticității. 

Problemele complexe pe care le ridică economia modernă care 
acordă importante mijloace materiale investiţiilor, a determinat o 
dezvoltare continuă şi rapidă a Rezistenței materialelor. Cercetările 
experimentale asupra proprietăților materialelor sporesc tot timpul, 
avînd drept scop aprofundarea cunoștințelor asupra comportării lor 
în construcții cît și pentru a determina proprietățile materialelor noi 
introduse în practica inginerească. Sînt studiate noi probleme apărute 
în domeniu, ca urmare a noilor sisteme constructive şi a noilor solici- 
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tări care apar. Cunoştinţele teoretice stabilite de Teoria matematică 
a elasticității sînt utilizate în practica inginerească. Pe măsura dezvol- 
tării unor noi discipline, rezultatele sînt preluate, prelucrate şi, în 
măsura în care sînt accesibile, aplicate: este vorba în special de 
Teoria plasticității şi de unele capitole ale Reologiei. 

Teoria plasticității, al cărei început este marcat prin lucrările ex- 
perimentale efectuate de Tresca încă acum un secol (în anul 1868), 
și care s-a dezvoltat sub formă matematică, din primele decenii ale 
secolului nostru, a devenit o disciplină interesantă pentru inginerul! 
constructor abia în ultimele decenii cînd, aplicată la calculul structuri- 
lor, a scos în evidență rezerve ale capacității portante a acestora și 
a dat posibilitatea analizei mai aprofundate a siguranței construcții- 
lor. Deși problema esenţială, aceea a articulaţiilor plastice a fost 
sugerată de Kazinczy încă din anul 1914, introducerea ei în preocu- 
pările cercurilor largi inginerești coincide cu prezentarea încercărilor 
lui Maier-leibniz, la al II-lea Congres al Asociaţiei Internaţionale 
de Poduri și Sarpante din anul 1936. Lucrările a numeroşi ingineri 
cercetători și sintezele făcute de Prandtl, Baker, Nâdai, Sokolovski, 
Hill, au dat posibilitatea trecerii la norme noi de calcul a construcții- 
lor, ţinînd seama de proprietăţile plastice ale materialelor. 

Reologia — literal ştiinţa despre curgere — cuprinde un vast 
domeniu de preocupări în care, în sensul cel mai larg, include ca disci- 
pline particulare pe cele care se ocupă de deformația corpului solid, 
instantanee sau în decursul timpului. În înțeles restrîns, Reologia 
se preocupă de comportarea în timp a materialelor, a elementelor 
sau a unor structuri. Deși unele noțiuni fundamentale au fost stabilite 
din secolul trecut, interesul constructorilor pentru Reologie a apărut 
o dată cu extinderea pe scară mare a betonului armat, care a devenit 
materialul de bază în construcții. Observarea fenomenului de curgere 
lentă a betonului sub sarcină și a fenomenului de relaxare a eforturilor 
sub deformație impusă a pus probleme în special o dată cu extinderea 
procedeului de precomprimare pentru care este esențială menținerea 
tensiunii inițiale în armătura întinsă. 


1.2. UNELE PROBLEME NOI ÎN REZISTENȚA MATERIALELOR 


Din problemele noi apărute în Rezistenţa materialelor, în cele 
ce urmează sînt enunțate unele, menționîndu-se cele care fac obiectul 
lucrării de față. 

În domeniul 'Teoriei elasticității aspectele fundamentale sînt rezol- 
vate încă din secolul trecut. De asemenea sînt stabilite metodele de 


15 


rezolvare a problemelor, dîndu-se soluții pentru numeroase probleme 
în plan şi în spațiu. Metodele clasice aplicate au fost completate în 
ultimele decenii cu noi metode, în special prin aplicarea funcțiilor 
de variabilă complexă şi a transformării conforme cu ajutorul cărora 
s-au obținut soluții pentru domeniul plan care prezintă diferite goluri, 
ripidizări etc. 


Aspecte noi au apărut o dată cu modificarea unora dintre ipotezele 
de bază. Astfel este Teoria elasticității corpurilor anizotrope, corpuri 
la care proprietățile fizico-mecanice (constantele elastice) variază 
în jurul unui punct în funcție de direcțiile care trec prin acel punct. 
O teorie asemănătoare — avînd în vedere analogia dintre ecuația 
fundamentală pentru starea plană de eforturi și ecuația fundamentală 
a plăcilor plane subțiri, solicitate transversal pe suprafața mediană 

a fost dezvoltată pentru plăci: lucrarea de față prezintă problema 
plăcii ortotrope. 

Prin renunțarea la ipoteza micilor deformaţii care conduce la relații 
liniare, ca și prin examinarea comportării materialelor care în dome- 
niul elastic nu ascultă de legea lui Hooke, s-a dezvoltat Teoria elas- 
ticităţii neliniare cu aplicații în special în domeniul stabilității echi- 
librului elastic, al calculului barelor cu deformații mari și al plăcilor 
plane și curbe avînd deformaţiile de ordinul grosimii plăcilor, al 
deformaţiei corpurilor avînd tensiuni inițiale și al încovoierii şi tor- 
Siunii barelor solicitate și de forțe axiale. 

In fine, trecînd peste numeroase probleme rezolvate, printre 
care cele care se referă la solicitări termice, la undele de şoc etc., men- 
ționăm aici, fără a fi tratate în lucrare cele care se referă la solicitări 
seismice și vibrații, cu aplicaţii la semiplanul conținînd surse de dis- 
turbații și la interacțiunea între fundațiile unei mașini care vibrează 
Și. semispațiul elastic. 

Se poate aprecia că tratarea teoretică cuprinde un număr mare 
de probleme ; dificultăți apar însă la rezolvarea prin metodele obiş- 
nuite a problemelor care se întîlnesc în practica inginerească. De 
aceea, numeroase preocupări sînt îndreptate în special spre găsirea 
metodelor de calcul apropiate problemelor și preciziei cerute de activi- 
tatea inginerească; altele se referă la procedee experimentale de 
determinare a comportării construcțiilor folosind fie modele alcătuite 
din același material ca şi construcția sau materiale asemănătoare, 
fie modele fotoelastice, sau modele electrice. 

Dintre metodele de calcul o dezvoltare au căpătat-o metodele 
numerice; pînă nu de mult ele se bazau pe metodele de calcul cu 
diferențe finite ; ele sînt tratate şi în lucrarea de față. Menţionăm că 
în ultima vreme se dezvoltă metoda elementelor finite: domeniul 


studiat — un domeniu plan de regulă — este conceput ca fiind alcă- 
tuit dintr-un număr finit de elemente triunghiulare articulate între 
ele la colțuri. Rezolvînd ecuaţiile de echilibru și de deplasări pentru 
vîrfurile triunghiului, se poate stabili starea de eforturi şi de deforma- 
ție a întregului domeniu studiat. Avantajul acestei metode constă 
în faptul că poate fi pusă sub formă matriceală și programată pe cal- 
culatoarele electronice. 

Fotoelasticitatea, metodă prezentată în lucrarea de față, a rămas 
principala metodă de investigare experimentală a stării de eforturi 
în domeniile plane, extinsă cu ajutorul procedeului înghețării eforturi- 
lor si asupra domeniilor tridimensionale. De asemenea, menționăm 
că elemente alcătuite din materiale neomogene pot fi tratate cu aju- 
torul fotoelasticității ; au fost realizate modele pentru grinzi de beton 
armat etc. Datorită progreselor cinematografiei, fotoelasticitatea s-a 
dovedit un mijloc de investigare experimentală a stării de eforturi 
datorite solicitărilor dinamice. 

În ultima vreme, domeniul cercetării cu ajutorul luminii pola- 
rizate s-a extins şi asupra comportării plastice a materialelor folo- 
sind cristale, materiale sintetice prezentînd ductilitate sau înveli- 
șuri birefringente. De asemenea, se fac studii pentru folosirea unor 
geluri în vederea studierii comportării reologice a materialelor sub 
acţiunea forțelor. 

O metodă care se extinde din ce în ce mai mult este metoda moiré- 
urilor cu aplicații pentru studiul stării plane de eforturi, dar mai ales 
— şi aici se pare că este greu de înlocuit — pentru studiul plăcilor 
plane şi al unor plăci curbe. 

Atît metoda fotoelasticității, cât și metoda moire-urilor şi-au sporit 
eficiența prin utilizarea calculatoarelor electronice cuplate la un dis- 
pozitiv fotoelectric de explorare a imaginilor. 

În fine, o metodă experimentală care, deși utilizată pe o scară 
mai redusă decît fotoelasticitatea sau metoda moirc-urilor, s-a dovedit 
potrivită pentru rezolvarea unor probleme de elasticitate plană sau 
pentru plăci plane, este metoda analogiei electrice. Problema este 
tratată în lucrare; aplicarea sa presupune construcția unei rețele 
electrice relativ simple, care îndeplinește funcția unui calculator elec- 
tric specializat în problemă. 

În două capitole din lucrare se dau elementele fundamentale de 
Teoria plasticității și Teoria liniară a vîscoelasticității. În domeniul 
'Teoriei plasticității, prezentarea este limitată la unele probleme legate 
strict de rezistența barelor drepte, schițîndu-se doar modul de atacare 
a problemelor în domeniul stării plane de eforturi şi al plăcilor. Este 
necesar să menționăm că, în special în ce privește plăcile plane, lite- 
ratura de specialitate cuprinde numeroase lucrări cu caracter teore- 
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tic şi tabele de proiectare stabilite pe baza liniilor de curgere (rupere) ; 
de asemenea, că un volum mare de cercetări este dedicat calculului 
sistemelor static nedeterminate, în special cu un grad înalt de nedeter- 
minare, în domeniul plastic. 

Din domeniul reologiei au fost prezentate problemele fundamen- 
tale. În stadiul actual, pentru inginerii constructori, în special pentru 
cei care se ocupă de structuri, Reologia dă puţine soluţii utilizabile 
în proiectare ; totuși, numeroase concluzii cu caracter calitativ, care 
se desprind din studiul fenomenelor, nu pot fi neglijate. Trebuie să 
menționăm că în acest domeniu, în problemele specifice construcției 
de maşini, unde intervin fenomene asemănătoare — ne referim la 
fluajul și relaxarea la temperaturi ridicate s-a ajuns la soluții apli- 
cabile în practică în numeroase probleme. De sigur, specificul exploa- 
tării construcțiilor este diferit de cel al maşinilor sau instalațiilor ; 
este însă de aşteptat ca aplicarea cunoștințelor de reologie să poată 
duce și la concluzii cantitative cu privire la comportarea și la proiec- 
tarea sistemelor constructive. 

În privința coeficientului de siguranță și în general al siguranței 
construcțiilor, concepțiile clasice sînt de asemenea în curs de evoluare. 
Într-adevăr, se constatase de mult timp că ansambluri de elemente 
solicitate mult peste limita admisibilă sau chiar de rupere a unora 
dintre elemente se comportau încă bine, în limita unor deformații 
care nu scoteau însă construcția din folosință, ceea ce a condus la 
formarea convingerii că în conformitate cu procedeele de calcul clasic 
admise, măsura siguranței ansamblului care este în ultima instanță 
ceea ce interesează — nu este legată direct de măsura siguranței 
elementelor componente. Fenomenele observate nu puteau fi puse 
decît în legătură cu o redistribuire a eforturilor, deci cu o imagine 
a comportării care nu era cea reală. Se vede de aici că stabilirea com- 
portării reale a materialelor, deci considerarea proprietăților elasto- 
plastice a lor, a impulsionat și revizuirea conceptului de coeficient de 
siguranță. Ca urmare, fenomene aleatorii, cum sînt caracteristicile 
fizico-mecanice ale materialelor și mărimile încărcărilor, au introdus 
noțiunile de frecvență și de probabilitate în mecanica construcțiilor. 

În lucrare se dau cîteva noțiuni elementare de bază pentru a putea 
expune concepţia probabilistă asupra caracteristicilor fizico-mecanice 
ale materialelor şi asupra încărcărilor accidentale, zăpada şi vîntul. 
Pentru prima categorie, discuția s-a purtat numai pe distribuţia 
lui Gauss, unanim adoptată în toate ramurile industriei și prescrisă 
și de standardele de stat. În ceea ce privește distribuțiile unor feno- 
mene cum sînt vîntul și zăpada, ele sînt dictate de obsrvaţii îndelun- 
gate şi nu pot fi obţinute prin nici un alt mijloc. În același capitol al 
lucrării se arată ce interes deosebit prezintă concepția statistică în 
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privința siguranței unei construcții, prin aceea că indică şi unele căi 
de realizare a acestei siguranțe sporite. Într-adevăr, noua teorie arată 
clar că menținerea unei uniformități în realizarea unui produs cu 
anumite caracteristici (de exemplu realizarea unei mărci de beton) 
este mult mai economică (printr-o siguranță sporită), decît tendința 
de a spori calitativ caracteristicile acelui produs. 
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STAREA DE EFORTURI SI DE DEFORMATIE 


2.1. STAREA DE EFORTURI OMOGENĂ 


Intr-un element de construcție în echilibru sub acțiunea forțelor 
exterioare (dar tot atît de bine sub acțiunea diferentelor de tem pera- 
tură, sau a unor deformații impuse), iau naștere eforturi. În < 
cel mai general starea de eforturi este tridimensională Dacă 
un punct O (fig. 2.1) se fac succesiv diferite secțiuni pe fieaate see 
une în acest punct va acționa un efort unitar diferind de a 
ca intensitate, cît și ca direcție de la o secțiune la alta. Pentru a defini 
starea de eforturi într-un sistem de 
referință cartezian Oxyz, se consi- 
deră o particulă materială de for- 
ma unui paralelipiped cu laturile 
infinit mici dx, dy, dz cu un vîrf 
în punctul O; la limită, cînd dx, 
dy şi dz devin nule, particula se 
reduce la punctul O. 

Pe fețele paralelipipedului vor 
acționa forțe; acestea pot fi defi- 
nite în funcție de eforturile uni- 


tare de pe fețe, presupuse constante 
în aceste domenii infinit mici; 
eforturile unitare de pe fețe pot fi 
descompuse după direcțiile axelor 
sistemului de referință adoptat. 
Din cauza dimensiunilor. infinite- 


Fig. 2.1 zimale ale feţelor se consideră că 
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eforturile unitare acționează în punctul O pe secțiunile paralele cu 
fețele paralelipipedului. 

Ca sistem de notație: componentele normale o sînt afectate de 
un singur indice : cel al axei normale la suprafața pe care acționează ; 
componentele tangenţiale sînt afectate de doi indici: primul indice 
este al axei normale pe față (acelaşi indice ca şi al efortului unitar 
normal cu care este asociat), iar al doilea indice este dat de axa cu 
care efortul unitar tangenţial este paralel. Componentele de pe fețele 
văzute ale paralelipipedului sînt considerate pozitive dacă au același 
sens cu axele sistemului de referință. Componentele eforturilor u nitari 
vor fi deci: 

pe fața perpendiculară pe axa OX: Os, Try, Ta: 

pe fața perpendiculară pe axa Oy: Gys Tyer “Ta 

pe fața perpendiculară pe axa Ca: Ca Tae “Ea 


Cele 9 componente pot fi aranjate într-un tabel : 


sn Targ | 
{ 
Ty. Oy Tys? 


e de al 


Dacă aceste componente își păstrează mărimea în orice punct, 
starea de eforturi este denumită omogenă. 

În acest tabel numai 6 componente sînt distincte ; din condițiile 
de echilibru (ecuaţiile de moment) rezultă dualitatea eforturilor tan- 


UA 
gențiale (v. $ 2.6): 


ay T pa Va “my > Va 
Cele 6 componente distincte sînt suficiente pentru a putea deter- 
efortul unitar care acţionează în punctul O pe o secțiune oare- 


mina 
care. 

Considerăm (fig. 2.2) un tetraedru realizat prin intersecția para- 
lelipipedului elementar cu un plan înclinat a cărui normală exte rioară 
v are față de cele 3 axe de coordonate cosinusurile directoare : 

l = cos (v, %); m = cos (y, y); n = cos (v, 2). 

Dacă aria feței înclinate este considerată egală cu unitatea, atunci 
fețele conținute în planele yOz, z0x şi xOy vor avea arii egale cu 
cosinusurile directoare. Notînd cu s efortul unitar pe fața înclinată, 
iar cu S, Sy Şi s, componentele sale paralele cu axele, se pot scrie 
următoarele ecuaţii de echilibru: 


er 


Sg = Opl F Tya F Tan 
A. a a m a 99 
Sy = Tyl H OM T TayM (2.2) 
S, = Tal F og + aM. 
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Proiectînd c entele s,, s,, S ă 
= d componentele So Sp Se pe normală se 
nenta normală c a efortului unitar s: 


o = Sl + sym + smn 


Fig. 2.2 


iar prin scădere geometrică se obţine 


sau analitic: 


Inlocuind 
s şi ordonînd se obține: 


o 2 4. 4 2 
5 l oym? + on? + 2ryim + 2rymn + 2r nl* (2 
i 2i i baut 
Li 


9 


componenta tangențială 7: 
î 7 af: 


$ — o. (2.4) 


in expresia ç valorile componentelor efortului unitar 


Rj 
24.9) 


9 PRAI ii 5 7 
22. EFORTURI UNITARE PRINCIPALE. EFORTURILE UNITARE OCTAEDRICE 


În caz vA fata încli Soz st > g 
In cazul că fața înclinată a fost astfel aleasă încît efortul unitar s 


să se red 
ol, 


ucă la componenta normală c, componentele 
om, on; introducînd aceste valori în expresiile (2.2) se obţine 


Sp Sy $; devin 


* D)etermin: ae ` Y . 
di aceea componentelor normală și tangenţială ale efortului unitar p 
aţi clinat? 'mează Te Aa Arana A F i i 
a urmează regulile de transformare ale tensorilor. Efortul unitar EA un 


Junct este deci ări ială 
punct este deci o mărime tensorială sau un tensor. 


"Wyt? a "xz. 


99 


4 
cet eta ler ă si Cele 9 componente sint compone 

tensorului în sistemul de referință ales ; tensorul este aa deoarer ie 

ste s drece $ 


"xy “Yo 


obține compo- 


(2.3) 


| 


un sistem omogen de trei ecuații liniare în Z, m şi n al cărui determinant 
trebuje să se anuleze pentru a se obține soluții diferite de zero, deci : 


Os — O Tyz Tag | 
D mr iar Oy = E Ta | x 0. (2.6) 
| Tyg Tyg Lo == e | 


D = 0 reprezintă relația de condiție între cele şase componente 
de pe fețele normale ale tetraedrului și efortul unitar o de pe fața 
înclinată, pentru a avea pe această față t = 0. 

Prin dezvoltarea acestui determinant se obține o ecuație de gradul 3 
în o având 3 rădăcini reale o}, Sa şi 03, care sînt eforturile unitare prin- 
cipale. Ecuația poate fi scrisă și sub forma : 

Ia = 0: (2.7) 

Coeficienții J}, Ia şi 1, se exprimă în funcție de componentele 
eforturilor unitare pe fețele paralelipipedului elementar construit, pe 
axele sistemului de referință, ales arbitrar. Cum eforturile unitâre 
principale — rădăcinile ecuației nu depind de sistemul de referință 
ales, nici coeficienții J4, I» I nu pot depinde de el; în consecință 
ei sînt invarianţi ; calculînd determinantul (2.6) și ordonîndu-l după 
puterile lui o rezultă pentru acești invarianți expresiile : 


o? — Ijo? sf l6 ja 


lim Ga 4 Oy T Or 
9 9 Sa 
| Jan R E 9 Ri 
I, = 60y + OyO; H 0,05 — (Tiy F Tye F Taa) (2.8) 
| Ga Tyx Tsx | 
Ia = | Tay G, Tay | - 
| Taz Tyz G, | 


Direcțiile după care acționează eforturile unitare principale c4, 
cə» o, denumite direcțiile principale formează un triedru rectan- 
ilar. Ca regulă, cu o, se notează efortul unitar normal maxim, 
r cu o, efortul unitar normal minim. 

Dacă prin punctul O (fig. 2.2) se alege un paralelipiped cu laturile 
orientate după direcţiile eforturilor unitare principale, componentele 
efortului unitar s pe o față înclinată, avînd cosinusurile directoare 
ale normalei Z, m, n, se pot calcula aplicînd formulele (2.5) şi (2.2) 
în care 


gt 
ia 


0, = 0 Oy = Oy Op = Og ŞI Tiy = Tys = Ta = 0 
o = o + om? + ogn? 
eE ol ae si 4 si A 82 g’ 
sau 
ca (6, om? -+ (o — Sa) mn? + (03 o) ni (2.9) 


Componentele efortului unitar s după direcțiile principale sînt 
conform formulei (2.2) 


3, = cul: Sy = OM; Sa == Ozn. 

Calculînd cosinusurile directoare 
din aceste expresii şi introducîn- 
du-le în relația 

PH mpn =l 
se obține ecuația elipsoidului efor- 
turilor unitare, denumit și elipsoi- 
dul lui Lamé 


=y 


h= = 1 (2.10) 


O: 
3 


care reprezintă locul geometric al 
extremității efortului unitar s consi- 
derat ca vector cînd normala la fața pe care acționează ia toate orien- 
tările posibile în spațiu în jurul punctului O (fig. 2.3). 

Pentru o față paralelă cu una din direcțiile principale unul din 
cosinusurile directoare este nul. Astfel, pe o față perpendiculară pe 
planul xOy, paralelă cu axa Oz, n = 0; efortul unitar tangențial va fi 
conform relației (2.9) ]. 


(6, — o-)lm sau 7 1 —— sin 2a 


Saik di TENTEA , PE E E 
în care a este unghiul făcut de fața înclinată cu planul xOz (fig. 2.4%). 


Pentru a = T z are valoarea maximă : 


A SP (2.11a) 
ma m mg = 9 


În mod asemănător se obțin: 


Oa — O3 < e 
ty = — ȘI To = 


(2.11b) 


Se vede cå mt ts ttam , aa ut Salt 
Cele trei eforturi unitare tangențiale T3, za ȘI Ta sint papei e efor- 
turi unitare tangenţiale principale; ele sînt cuprinse în plane re 
formează un dodecaedru rombic, iar direcțiile lor formează muchiile 
unui octaedru regulat (fig. 2.5). i ani 
În funcție de eforturile unitare tangenţiale principale, 5 osinc 

H i i ă 0 aor A re y area 

relația (2.9) efortul unitar tangențial pe o față oarecare are valoare 


2 = 4(z Pm + 2 mn? + tå mb). 

Dintre eforturile pe planele înclinate o importanță teoretică legată 
de proprietățile plastice ale materialelor o au eforturile unitare octa- 
edrice, adică acelea care acționează pe planele egal înclinate aia 
de axele principale. În acest caz, cosinusurile directoare sint egale 


1 STA 


ÎS Mm = N = 0,577 


v3 


aj 


* După Filonenko-Borodici. 
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şi introducînd valorile lor în (2.9) se obține: 


] menta a = ec aeaaea 9 a 
Mapa > V (o. = da)? + (o — oa Pio 0)? = z Vă F T aa e 
ə 


In cazul în care eforturile unitare principale nu sînt cunoscute 
componentele efortului unitar octaedric pot fi exprimate în functie 
de componentele (2.1) i 


Ga + Oy + oz 
Ooct = = _9z z 
1 
Toa == 3 V(0,— Gy) (6, T 0,):+(6,—o0,)2- Clty i Tyi m Pee ] (2 13) 


2.3. STAREA PLANĂ DE EFORTURI. CERCUL EFORTURILOR UNITARE 
CERCUL LUI MOHR 


Starea plană de etorturi este un caz particular, caracterizat prin 
absența eforturilor pe fețele perpendiculare pe una din axe. Avînd 
în vedere libertatea în alegerea axelor de coordonate această axă 
se notează de regulă Oz. În acest caz o, = 7, = Ty = 0 iar tensorul 
efortului unitar are drept componente c, o, Și Tsy = Tyr- 


_ In paralelipipedul cu vîrful O facem o secțiune cu un plan trecînd 
prin axa Oz (normal pe planul fig. 2.6 a cărui normală face cu axa 
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Ox unghiul « (sensul pozitiv fiind cel trigonometric). Efortul unitar 
pe această față are drept componente o şi t; componenta normală 
se obține din expresia (2.5) în care cosinusurile directoare au valorile 
l = cos a şi m = sin & 


o = o, + om? + 2rplm = 
EA A ON EE PO -0s i 
= o,cos?a + oysin?a -+ ZraySin a COS a = 


Ox + Gy 


e AOL E sa SE = cos 2a + tysin 2g. (2.14) 


Valoarea componentei tangențiale t se obține cu ușurință proiec- 
tînd componentele s, și Sy 


T= § mM — Sl = 
= (o, — ©) Im + tym — P)= 
= (6, ) 


= Si — sin 2a — Ty COS 2a. (2.15) 
E 


„— s,)sin a cos a + Ty(sina — cos? a) = 


Determinarea eforturilor unitare principale se face anulînd deter- 
minantul (2.6) care în cazul stării plane ia forma: 


e zal 
072% ine Aita pe] a 0 (2.16) 
Toy 0, — 6 
echivalentă ecuaţiei : 
02 — o+ =0 (2.17) 


în care I si I, sînt invarianți avînd valorile: 


7 


[i [i a 2 
I= 6s F O şi D == Gay 73 Ta 


> 


Cele două rădăcini ale ecuaţiei (2.17) sînt eforturile unitare normale 
principale : 


mute IP ea 


Direcţiile eforturilor principale se obțin din condiția (2.15) în care 
tinind seama că 7 =0 


2 
tg 2a, =. (2.19) 
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Eforturile principale cı și o, sînt valorile maximă respectiv minimă 
ale componentei normale, ceea ce se demonstrează anulînd deri- 
vata expresiei (2.14) în raport cu a. 

Eforturile unitare tangențiale principale acționează pe fețe încli- 
nate cu — față de direcţiile eforturilor unitare normale principale. 

4 


Anulînd derivata expresiei (2.15) se obține: 


[oi ei d 
ta Dop ee e e, 2.20 
9 Xa D ( )) 
2Tay 
Se vede că (tg 2a.) (tg 2a) = —1 deci direcțiile 2«, diferă de 


2% cu un unghi drept; înseamnă că direcţiile eforturilor unitare nor- 


male principale diferă cu — de cele ale eforturilor tangențiale princi- 


4 
pale (fig. 2.7). 
Ele au valoarea : 
1 Ta = 51 — G DO 
pe PE cs =: Me] ma a 2, 2-4 \ 
“man min — E = Víc, Ei Oy ) | Area i 5 (2.21) 


Variația eforturilor unitare cînd unghiul « variază continuu poate 
fi reprezentată cu ajutorul cercului eforturilor unitare, al cercului lui 
Mohr. Efortului unitar care acționează în punctul O pe o față oarecare, 
i se asociază într-un sistem de referință c, t un punct avînd abscisa 


nentei tangențiale (fig. 2.8). Convenția de semne: o este pozitiv 
cînd produce întindere şi negativ cînd produce compresiune ; ‘e este 


egală cu valoarea componentei normale, iar ordonata cu cea a compo- 


CĂ 


V, T>0 
Y P@.T) en - & 


m 
iii T>0 
pozitiv* cînd împreună cu perechea lui de pe fața opusă produce un 
cuplu care se rotește în sens orar. 

Cu această convenție eforturile unitare acționînd fețele unui para- 
intă prin două puncte: punctul P reprezintă efortul 


| 
| 


elipiped se rep 
3 


unitar de pe fața paralelă cu axa Oy, iar punctul Q cel de pe fața para- 
lelă tu axa Ox (fig. 2.9). 


Fig. 2.9 


* Această convenție modifică convenţia de semne făcută inițial: cu această con- 
venţie în expresiile (2.14), (2.15), (2.19) şi (2.20) semnul termenilor cuprinzind tyy se 
schimbă : o păstrăm numai în construcția cercului lui Mohr. 
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Locul geometric al punctelor reprezentind stările de eforturi care 
se obțin variind continuu unghiul a este un cerc a cărui ecuație se 
obține eliminînd unghiul a între cele două expresii. 


Oa + Oy]? A o, Gyy2 R Gwn 
S F br = m : ') EN (2.22) 


a 


9 
Cercul are centrul în punctul C de coordonate : 


= : q = Ql; raza cercului este 


a 
|] 


pe Da Lois i ăi. 


Eforturile unitare principale sînt reprezentate: cele normale o, 
şi o, prin punctele S1 și S (t = 0) cele tangențiale Tmar ȘI Tmin Prin punc- 
6i t Ga 


tele T, şi T, [o = 2i : (fig. 2.10). 


Efortul unitar pe fața înclinată cu unghiul « este reprezentat de 
punctul S care se determină parcurgînd din P în sens trigonometric 
arcul PS care se vede din centru sub unghiul 2a. Se poate demonstra 
acest lucru rotind conturul CP” P cu unghiul 2a (astfel ca P să coin- 
cidă cu S) şi proiectîndu-l pe cele două axe o și 7. Rezultă un al doilea 
element al corespondenței între eforturi și cercul lui Mohr: unghiului 
pe care îl fac două secțiuni îi corespunde în cercul lui Mohr, la centru, 
un unghi dublu măsurat în același sens. 


Fig. 2.10 


Această observaţie dă posibilitatea determinării și a direcțiilor 
clorturilor unitare principale: de la punctul P se ajunge la S, parcur- 
vînd în sens orar unghiul 2a,. (Între direcțiile eforturilor o, și o, 
este tot unghiul a, (fig. 2.11). Pentru a obţine unghiul «, se duce din 
S, o dreaptă prin P’ (simetricul lui P față de axa o); direcția etortu- 
lui unitar o, se obține unind S, cu Q’ (simetricul punctului Q). 


îi 


sS 


at) 


În fig. 2.12 sînt reprezentate, cu ajutorul cercului lui Mohr mai 
multe stări de eforturi. Cazul a reprezintă starea de eforturi într-o 
„= 0. Efortul 


bară solicitată la întindere: o, = 61; 0y = 0; Tiy = Tyg 
unitar într-o secțiune înclinată, făcînd unghiul a cu secțiunea normală 
este definit de punctul P. 

Cazul b reprezintă starea de eforturi într-o grindă încovoiată. 
Punctul P reprezintă efortul unitar dintr-un punct în secțiunea nor- 
mală (o, Tẹ) iar punctul Q efortul unitar de pe fața perpendiculară 
în acelaşi piinct (o, = 0; Tye = Tag): 

Cazul c reprezintă starea de forfecare pură (o, = oy = 0; tay == 0). 
Eforturile principale sînt egale ca valoare dar de semne contrare 
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0, = — 0, = Ty. Starea de forfecare pură asupra unui element pris- 
matic, poate fi deci realizată prin întindere și compresiune egale pe 


două direcții perpendiculare. 
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2.4. CERCUL LUI MOHR ÎN CAZUL STĂRII SPAȚIALE DE EFORTURI 


Revenind la problema tratată în $ 2.1, presupunem cunoscute 
lirecțiile şi mărimile eforturilor unitare normale principale c, c, 
Și o, în punctul O (fig. 2.13, a). Pentru a defini o secțiune înclinată 
în punctul O construim în jurul acestui punct o sferă de rază foarte 
nică pe care o considerăm egală cu unitatea. Poziţia unui punct P 
pe această sferă este definită de coordonatele sale egale în valoare 
u cosinusurile directoare ale razei sferei (care coincide evident 
cu normala) în punctul P. 


COS ge Își Cos pm COSY = 


Prin punctul P facem o secțiune în corp cu un plan tangent la 
sferă. Efortul unitar în secțiune are componentele o după direcția 
razei şi + în planul tangent. În felul acesta, unui punct de pe sferă 
îi corespunde o secțiune pe care acționează un efort unitar care poate 
li reprezentat prin punctul S în planul lui c, 7 (fig. 2.13, b). Pe plauete 
tangente în punctele P,, P, și P} acționează eforturile unitare princi- 
pale c1, © şi oz. Deoarece acestor eforturi le sînt asociate eforturi 
unitare tangențiale nule, punctele corespunzătoare în planul o, 
vor fi S,, Sə Sa (păstrînd convenția o, > o > ca). 

Pentru a reprezenta în planul c, + efortul într-o secțiune oarecare 
(planul tangent în punctul P) se folosesc relațiile (2.9) şi relația din 
trigonometrie 2 + m? + n? = 1: 


o = ol + oom? + ogn? 


T = G + om + om — o. 


Fig. 2.13 
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Rezolvînd aceste ecuaţii în funcție de cosinusurile directoare Ż, 
m, n, se obține: 


2 = (oa — ses sit E, m? = (nu 7 OE G 
(62 — o1) (03 — 51) (63 — Sa) (oi — 62) (2 99) 
(2.49) 
Joes (6, — o)lo2 — o) +72 : 
(01 — 53)(02 — 63) 


Punctele pentru care unul din cosinusurile directoare este constant, 
se găsesc pe un cerc; pentru n = cos y = const. punctele se găsesc 
pe un cerc paralel al sferei cu polul în P}. În acest caz ultima din 
expresiile (2.23) devine: 


| 


2 a n ad 
(6, — 0)(02 — 0) + 7? = m(o, — Ga)(02 — Ga) = const 
Aceasta este ecuația unui cerc care mai poate fi scrisă sub forma : 
oit oa)? , L foamea, 
(o — 2 +e = mlos — aloa — oa) + (277 


} 


C î = aa DE iaca 
Cercul are centrul în punctul Cı de abscisă-+—— ; pentru orice 


. . . . . 2. [i LA AY 
alte valori ale lui n se obțin cercuri concentrice (v. fig. 2:13, BY: 


Fig. 2.14 


Pentru n = 0, deci pentru punctele situate în planul OP,P, se 
obține ecuația cercului lui Mohr pentru starea plană de eforturi 


oi + oa)? y 
G riii za te T? = 
2 


Punctele situate pe un cerc meridian 
trecînd prin polul P, (v. fig. 2.13, a) 
(5' și è” constante) au un raport con- 
stant între cosinusurile directoare } şi 
m; scriind (l/m)? = const., prin împăr- 
țirea primelor două relații (2.23) se ob- 
ține ecuația unui cerc care are centrul 
pe axa o. Este evident că acest cerc 
trebuie să treacă prin punctul S, (cores- 
punzînd polului P3) şi să întilnească 
cercul (0,, 62) în punctul care cores- 
punde. stării de eforturi din punctul A 
de pe sferă. Pe această bază construc- 
ţia este dată în fig. 2.14. 

Punctului P îi corespunde efortul 
unitar reprezentat de S. Componenta Fig. 2.15 
o este determinată ca intensitate şi ca 
direcție, iar componenta 7 numai ca intensitate. 

Efortul unitar octaedric se obține printr-o construcție simplă 
care se demonstrează ținînd seama că abscisa centrului de greutate 
al unui triunghi este media aritmetică a absciselor vîrfurilor 
(fig. 2.15). 


2.5. DEVIATORUL EFORTURILOR UNITARE 


O stare omogenă de eforturi poartă numele de deviator (al etortu- 
rilor) dacă suma algebrică a eforturilor unitare principale este nulă 


cı + oa + o3 = 0. (2.24) 


Orice stare de eforturi reprezentată prin eforturile unitare princi- 
pale poate fi descompusă într-o stare de întindere sau compresiune 
uniformă* după toate direcțiile şi un deviator; se verifică ușor 
(fig. 2.16) că starea de întindere (compresiune) uniformă este caracteri- 


* În literatura de specialitate se foloseşte şi termenul de presiune hidrostatică 
(pozitivă sau negativă) sau de stare izotropă de eforturi. 


zată printr-un efort unitar egal cu media eforturilor unitare princi- 
pale : 


și un deviator. 


Fig- 2.16 


Scriind valorile eforturilor unitare principale ale deviatorului sub 
forma : 


20, 03 Og EA E SG 
— O = - = 2 
S1 Oo z 3 i 3 
203 — 03 LA Oz — os | Sa — Ga 
Ga — © => - 
5 i 3 3 3 
203 — 01 — Ga __ a 01 | Oa — Oe 
03 — 09 =- TS e 3 


se observă că deviatorul poate fi descompus în trei stări de întinde- 
re şi compresiune egale ca valoare (pe fețe perpendiculare) care cons- 
tituie stări de forfecare pură (fig. 2.17). 


l 
g-a) 7-0) 

I Pia E URAA L-0) 

70) CCI 

+ Ni T 
l 
Ne-o) 7E 
Fig. 2.17 


Componentele deviatorului pot fi înscrise într-un tabel în 
funcție de eforturile unitare principale sau de toate componentele 
tensorului S: 


[oi — 09 0 0 
D, = 0 CI ai ci) 0 
0 0 Op — 09 
sau 
[5 — 69 ar Tes | 
D, = Tm Op — 60 tn (2.26) 
| Tag Tyg 0, — ul 


Cercul lui Mohr pentru deviatorul eforturilor se determină ca în 
fig. 2.18 din cercul eforturilor prin translația axei Or. 

Deviatorul eforturilor are efortul unitar normal octaedric nul; 
pe fețele octaedrului acționează numai efortul unitar tangențial octa- 
edric ; valoarea efortului unitar tangențial octaedric al deviatorului 
este egală cu cea a stării date de eforturi. Pe această bază A.A.Iliușin 
a introdus deviatorul de similitudine împărțind componentele devia- 
torului la efortul unitar tangențial octaedric: 


z= 0 
ali 00 a aa: (2.27) 
To To 
0 ARE e 


Pentru deviatorul de similitudine efortul unitar tangențial octa- 
edric este egal cu unitatea. 


+ 
S t Ga] 0 + 0 + 0 
AE 3 
Fig. 2.18 
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2.6. ECUAȚIILE DE ECHILIBRU. CON DIȚIILE PE CONTUR 


În cazul unei stări neomogene de eforturi, eforturile unitare varia- 
ză în interiorul corpului. Sistemul de forțe exterioare fiind considerat 
invariabil, eforturile unitare sînt funcții de coordonatele punctelor ; 
pentru puncte infinit apropiate, componentele eforturilor unitare 
vor diferi prin cantități infinit mici. Considerăm un paralelipiped 
cu laturile dx, dy, dz (fig. 2.19); componentele eforturilor unitare 
pe feţele trecînd prin punctul O sînt o, Gy, O, Tsy» Typ Tax) Valorile 
eforturilor unitare acționînd pe feţele opuse, trecînd prin punctul P 
pot fi exprimate în funcție de primele prin dezvoltare în serie Taylor 
păstrînd numai termenii conținînd diferenţiale de ordinul întîi și negli- 
jînd termenii cu diferențiale de ordin superior. Ca urmare, efortul 
unitar pe fața perpendiculară pe axa Ox va avea drept componente : 


0, + dos dx; Tay + Tay dx ; Ty, F ITa dx. 

Ox i Ox 

Pentru celelalte fețe eforturile unitare se calculează în mod ase- 
mănător. În fig. 2.19 au fost reprezentate numai eforturile üúitare 
de pe fețele perpendiculare pe axa Oz. Forțele care acționează para- 
lelipipedul elementar se calculează evident înmulțind eforturile uni- 
tare cu ariile suprafețelor pe care acționează. Astfel, pe direcția 02 


forțele sînt c dxdy ; o, + i dz) dxdy ; Ta dydz ; [e 4- Sas dx] dydz ; 


dx 


i dxdz. 


Tyr (> + 


Oy 


38 


În cazul că acționează și forțe masice (greutatea proprie, forțe 
de inerție de exemplu) ele se consideră aplicate în centrul de greutate 
1 paralelipipedului ; mărimea lor se exprimă în funcție de compo- 
nentele X, Y, Z ale forței acționînd unitatea de volum. Forța masică 
are acționează paralelipipedul are deci componentele X dxdydz; 


Y dxdydz; Z dxdydz. ; 

Scriind cele 6 ecuații de echilibru (3 de proiecție şi 3 de moment) 
We forțelor care acționează paralelipipedul, după reducerea terme- 
nilor asemenea şi simplificări se obțin următoarele ecuații diferen- 
tiale de echilibru : 


oo OTy Fea = 
SA a i oja z% hX = 0 
Ox Oy Oz 
ĝo Ora = 
pa CR ap Ce 20 VF ana (2.28) 
Oy Ox 
0S; Or Or r z 
== T — aO a EE 0 
Qz Ox Oy 
Tay = Togo pa Tay Taz T Taz 


In cazul stării plane de eforturi, aceste ecuații se reduc la: 


Do da 0 

Ox  ðy 

0oy 9 > 

pt d pg (2.29) 
Oy 0x 

Tay = Tyg 


Pe contur, eforturile unitare trebuie să fie egale cu forțele exte- 
rioare. Notînd cu X, Y și Z componentele forțelor de pe contur (ele 
au dimensiunile unor presiuni F - L-2; aceleaşi dimensiuni ca și efor- 
turile unitare), cu Z, m şi n cosinusurile directoare ale normalei exte- 
rioare la contur şi aplicînd formulele (2.2) în care rolul componentelor 


Sx, Sy ŞI s, este jucat de X, Y şi Z obţinem: 


X = ol + Ty + Th 


= Tyl H oM + Tyn (2.30) 


Z = Tal F Tym + omn. 


În cazul stării plane de eforturi aceste expresii devin (fig. 2.20): 
X = ol + Tym 
(2.31) 


Y = tyl + om. 


A 


Fig. 2.20. 


2.7. DEFORMAȚIA. DEPLASĂRI ȘI DEFORMAȚH SPECIFICE 


Deformația unui corp poate fi definită în două feluri. Unul din 
ele porneşte de la aceea că prin deformare punctele materiale își 
modifică poziția. Deplasările punctelor pot fi exprimate prin proiec- 
tiile deplasărilor lor u, v şi w pe axele de coordonate (fig. 2.21, a). 


x + 2 ax 
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\ doilea mod porneşte de la observația că un corp poate fi considerat 
Wcătuit din cuburi elementare ale căror laturi infinitezimale prin 
leformație își schimbă lungimile și unghiurile plane dintre ele. Corpul 
deformat poate fi reconstituit juxtapunînd cuburile deformate astfel 
incît fețele care coincideau înainte de deformare să coincidă și după 
deformare. Studiul deformației presupune deci cunoașterea deforma- 
țiilor specifice liniare (e) și unghiulare (y) în fiecare punct. 

Relaţiile dintre deplasările punctelor şi deformațiile specifice în 
punctele respective sînt diferențiale. Trasăm în planul xOy înainte 
le deformare două segmente AB şi AC infinit mici perpendiculare 
între ele (fig. 2.21, b). Prin deformare punctul A se va deplasa în 
|”: cele două proiecții ale deplasării sînt u și v, funcție de coordo- 
natele punctului A. Deplasările punctelor B și C infinit apropiate, 
pot fi evaluate în funcție de deplasarea punctului A prin dezvoltare 
în serie Taylor în care se rețin numai termenii conținînd prima dife- 
rențială ; punctele B şi C vor avea aceleași deplasări ca și punctul 
| cu mici creşteri, și anume: 


r 5 SI = Qü š g p Qy 
punctul £ pe orizontală u + — dx; pe verticală v+ — dx 
i Ox Qx 
r : > Pa Re AT RD : M Ov 
punctul C pe orizontală u + > dy; pe verticală v+ — dy. 
Oy Oy 


Lungimea segmentului AB, inițial dx, se mărește devenind: 


RA 
gu 


[da -+ — dx]; lungirea specifică va Hg 
| OA | S 
ĝu 
— dy 
3 0g du 
i da Oa 


Unghiul drept din A scade cu valoarea lunecării y,, compusă din 
două părți y’ şi y” ; luînd ca mărime a unghiului valoarea tangentei: 


Ov 
dx 
A as toy = Oa CE > i a tay” = Ci E 
y = tg y = —— = ; y” =æ tg y” = — se serie 
da Ox Ov 
Qu gdi 
{ xy > omiaa Gr 
i Oy Oa 
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Analog, efectuînd calculele și pentru celelalte două plane, se obțin 
relațiile diferențiale între deformaţiile specifice și deplasări 


E ðu Ou dw 
e, = — x Ey < — H E€, => CI 
ðx Oy Oz 
ðu gv Qu ðw ow gu z 
Ya = +H; Yn = + "on A = i . (2.32) 
ðy 0x i Oe Oy aj Ox dż 


Cele șase mărimi definite prin relațiile (2.32) caracterizează com- 
plet starea de deformație într-un punct și sînt considerate compo- 
nentele deformației corpului într-un punct. i 

In cazul stării plane deformațiile specifice se reduc la s,, ey și Yy 
iar deplasările la u şi v cu expresiile date mai înainte. 


2.8. VARIAŢIA DEFORMAȚIILOR ÎN JURUL UNUI PUNCT 


„In paragraful precedent au fost examinate deformațiile specifice 
liniare şi unghiulare ale unui element paralelipipedic dreptunghiular 
cu originea în O și laturile orientate de-a lungul axelor de coordonate. 
In funcție de deplasările specifice definite de relațiile (2.32) poate fi 
determinată lungirea specifică a unui segment OP de lungime infinit 
mică ds considerată egală cu unitatea, orientat după o direcţie defi- 
nită prin cosinusurile directoare l, m şi n; evident proiecţiile segmen- 
tului unitar vor fi dx =}; dy =m; dz =n (fig. 2.22). 
Dacă deplasările punctului O sînt u, v şi w deplasările punctului 
P infinit apropiat, notate cu u, v, w, pot fi exprimate în funcţie 
de acestea prin dezvoltarea în serie Taylor (deoarece deplasarea cît 
ŞI componentele ei sînt funcții de punct) păstrînd numai prima derivată: 


Qu du 
u, = u + — dx + — dy 
0 Oy 


Ju 
du d 


ska 
5 | 


Oz 
Ținînd seama că dx = l, dy 
=m, dz = n cele 3 componente ale 

deplasării devin 


ou du ou 
u, = u >l 4 m+n 
ox Oy üz 
ov Qw „Oy 
vw, = va —l- m -+n 
ox Oy Oz 
ðw du Qw 
f: w =w+—l-ṣ4 m + —n 
Fig. 2.22 Ox Oy Ox 
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(u, — u), (uu—9), 
(w, — w); proiecţiile segmentului OP după deformare devin deci 


Lungirile absolute ale proiecțiilor sînt: 


ðu Qu ðu 
a= l4-—l 4 m+n 
ox oy Oz 
ðv Ju Qv 
Bam e + m+u 
0x Qy Oz 
Jw Jw Qw 
ca nt LA m 
Oa oy gz 


Notînd cu s lungirea specifică a segmentului ds = 1, scriind că 
(1 + £)? = @ + b + 2 neglijîind infiniții mici de grad superior și 
ținînd seama de relațiile (2.32), precum și de relația 


Py m+m=l 


se obține valoarea lungirii specifice e; pe o direcție de cosinusuri 
directoare l, m, n 


(2.33) 


e = El + eym? + en? + Yah + YymMn F Yanl. 


Pentru a obține valoarea lunecării y presupunem un al doilea seg- 
ment ds’ — i perpendicular pe primul avînd cosinusurile directoare 
"m, n’. Condiţia de ortogonalitate se scrie: 


W + mm + n =0. 


Pentru a determina lunecarea specifică folosim produsul scalar 
lintre cele două segmente ds şi ds’ (după deformare), considerate 
ca vectori : 

cos (ds, ds”) = LG + mm, + nmi; 
l, My nı, reprezintă cosinusurile directoare după deformare ale seg- 
mentului ds. 

Valoarea cosinusului director l, este: 


T A ra at 
à l +e 


expresie care se poate scrie dezvoltînd în serie (1 + =)! şi reținînd 
primii doi termeni 


(i +e) = 1 — e deci 4 = a(1 — e): 
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în 


cuprind deformațiile 


ce 
CE, 


E [i 
ȘI 7 


rezultă 


de 


făcînd 
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Făcînd produsul 


a(l + s)! 


care se neglijează produsele 


liniare la puterea întîi (de au valorile 


0 


asemănător se calculează cosinusurile directoare 


Efectuînd operaţiile și ținînd seama că 


cos (ds, ds”) = cos |7 - Y] = SIE 
9 , 


lunecării y, adică a unghiului cu 
segmente i 


2(e bl + emm + enn) + Yy: 


N 


Ecuația (2.33) dă posibilitatea unei interpretări geometrice a stării 
de deformație într-un punct al corpului. 
Presupunem în direcția segmentului ds un vector 


Coordonatele extremității 


(2.33) substituția : 


se obține ecuația : 
E% + 
reprezentînd o suprafață cuadrică. 


Axele suprafeței formează un triedru ortogonal; notînd cu s, 
si s, deformațiile după direcțiile axelor suprafeței, ecuația se scrie: 


2 eP H Ypy F Yatt H Yay =k (2.35) 


So 


gx? Ea V? Sud = k, (2.36) 


Dispariția termenilor conținînd produsele xy, yz şi zx se datorește 
anulării coeficienţilor repreze ntînd ieis cările specifice relative. Aceste 
axe poartă numele de axe principale de deformaţie iar detormațiile 

iniare ei dale mate de deformații principale. 

Faţă de aceste axe expresiile (2.33) și (2.34) devin: 


e = el + es m + egn? 
y = (ell + semm + eann’). (2.37) 
parae direcțiile per rpendiculare pe planele octaedrice (planele de 
ă înclinare față de cele trei axe principale pentru care A = 
SR 1/4/3), se obține lungirea specifică 
i se N a (2.38) 


Qo 


I aralelipipedul elementar dx dy dz are o deformație volumica 


specifi că 


AV __ Ure + e e) — 1] da dy dz i a d 


| 

| 

| 

| 
[4] 
q 
(G) 


ðx y Oz 
Exprimînd în funcție de deformaţiile liniare principale 


(2.40) 


2.9. DEFORMAȚIILE ÎN CAZUL STĂRII PLANE DE DEFORMAȚII, CERCUL 
LUI MOHR PENTRU DEFORMAȚII 


În cazul unei stări plane de eforturi în planul xOy sînt nule 
ile: m, e, Yy Ya. Notînd cu æ unghiul format de nt 


u axa Ox cosinusurile directoare sînt / = cosa; m Stă oi 


Cote uta 1 . a A | pei i A FE Sia or . 
= — Sin a; m = cos a. Expresiile (2.33) şi (2.34) se transformă 
după cum urmează : 


__ Ext Ey Eg — Ey A a 
aa + cos 2a -+ = sin 2g (2.41) 


9 9 


nen 2 — S ag 1 Yyx 
y = — #— sin 2a + = cos 2a. 


Se observă similitudinea dintre aceste expresii și expresiile (2.14) 
Înlocuind o cu e şi r cu — XY i j ii i iil 
5 E ȘI Tcu z 5€ obțin aceleași expresii. Deformaţiile 
ma pot fi deci reprezentate cu ajutorul cercului lui Mohr în 
i a asemănător eforturilor unitare, cu deosebirea că lunecările spe- 
cifice se reprezintă cu jumătate din valoarea lor și au sensul pozitiv 
E: Jos (fig. 2.23). Ținînd seama de această analogie, pot fi exprimate 
direct valorile deformațiilor liniare principale : 


Ey 


e wo == A 1 pai > CR E, 
re mmeră (2.42) 


et 
ga 
N 
R 
S 
| 
| 


Fig. 2.23 
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Cercul lui Mohr permite de asemenea rezolvarea problemei deter- 
minării deformaţiilor liniare specifice principale într-un punct în cazul 
că se cunosc deformaţiile liniare după 3 direcţii fără a se cunoaște 
și valorile lunecărilor. Problema are importanță practică datorită 
faptului că determinarea . deformaţiilor liniare se face cu relativă 
ușurință, folosind extensometre mecanice, optice sau instalații de 
tensometrie electrică; datorită dificultăţilor de măsurare determi- 
narea lunecărilor este evitată. 

Presupunem determinate experimental deformaţiile liniare e, Ep 
şi e după direcțiile «, B ṣi 3 (fig. 2.24). Ele se reprezintă la scară. 
Dintr-un punct arbitrar B' pe linia de abscisă eg se duc unghiurile 
Ə, şi 0, pe care le fac direcțiile e, şi eg cu direcția eg. 

La intersecțiile cu verticalele e = e, şi € = ep se obțin punctele 
A şi D. Prin punctele A, B, şi D se construieşte un cerc care este cercul 
deformaţiilor. Se ia punctul B simetric față de punctul B,, punctele 
A, B şi D reprezentînd detormaţiile liniare pe direcțiile «, B și ă: 
sînt pe cerc, au abscisele <,, eg Şi eg şi sînt văzute din centru sub 
unghiurile 26, şi 20,. Deformaţiile liniare principale sînt e, şi s, date 
de OE, şi OE, ; direcția deformației principale s, face cu direcția g 
unghiul a, care este reprezentat în fig. 2.24. 

De regulă, în practica tensometriei electrice pentru unghiurile 
0, şi 0, se aleg valori de 30°, 45°, 60°; ele se materializează în însăşi 
construcția traductoarelor (mărcilor) electrice; cu aceste valori ale 


unghiurilor se obțin expresii analitice simple pentru determinarea 
deformațiilor liniare principale zı și s, (fig. 2.25). 


= 250 A 
B 
E ] 3 
A Ve y y = 
> 
în > £ = (E e) 
E: tg 2g = —B (Ea + ês 
Y E =€ 
a 
4 r j = 
[A 
floze 
ó [ej 
Y 7 DS a da 
£ /2 f 
P" En Er Bop f: 
pni — — í £ E EN 3 e ei 3, 
vy l 3 ) V 3 A 5 B 
N sad de 
p = 5, 
20° eY 
Ì k ; 
4 60 50 E 1 G] 
0 
noi pre { St 
Rozeta T- delt TY 3 - SNE 
| 5 3 [d s Er = £ 3 ) 
a r z 
ja E (E =E) £ — (e E \ 
Ia A a A A 
0 
120 2 
3 t 29 => s] 
A Eeg ZI 
& VI éy? 
| ? 
iul nat de brincibali € jirecţia 
P e incipală s; cu d 


10. DOMENIUL DE VALABILITATE AL ECUAȚIILOR EXPRIMAND STAREA 
DE EFORTURI SI DE DEFORMATII 


Determinarea expresiilor privind starea de eforturi şi de deformaţiei 
intr-un punct s-a făcut numai pe considerente de echilibru şi geo- 
metrice (de continuitate a domeniului). Nu s-a făcut nici o ipote 
privind relațiile între eforturi şi deformații; expresiile sînt valab 
deci a 


ît în domeniul elastic, cît și în domeniul plastic. Singura restrîn- 


gere priveşte ordinul de mărime al deformațţiilor care sînt presupuse 
infinitezimale, astfel încît în expresiile în care intervin să poată fi 
neglijate puterile lor superioare. De asemenea, deplasările u, v și w 
sînt considerate îndeajuns de mici încît pătratele şi produsele deri- 
vatelor lor în raport cu x, y şi z să fie neglijate în raport cu mărimea 
or la puterea întîi. În cazul că deplasările u, v şi w nu mai sînt mici, 
cantitatile cm ser Yyy nu mai pot defini complet starea de defor- 
nație. 

Menționăm că în ultima vreme s-a dezvoltat teoria deformațiilor 
inite, teorie care nu mai menține ca ipoteză deformațiile foarte mici. 
Inițial teoria prezenta interes în mod deosebit în domeniul deforma- 
țiilor materialelor hiperelastice de tipul cauciucului sau al proceselor 
metalurgice de deformare plastică. În prezent se conturează de ase- 
nenea aplicaţii ale teoriei şi în alte domenii cum este stabilitatea 
arelor cu pereți subțiri. 


Modul de tratare al problemei revede conținutul unor noțiuni. 
Dehiniţiile convenționale ale deformaţiilor specifice sînt înlocuite cu 
definiții mai riguroase. Prin definiția convențională, lungirea speci- 
fică este raportul dintre lungirea absolută și lungirea inițială. Ţinînd 
seama că lungirea variază în procesul de deformare, se definește 
lungirea naturală specifică sub forma : 


L 


( di l 
i - n i n ( ) | 3 


o 


Domeniul deformațiilor mari depăşeşte la materialele de construc- 
tie domeniul elastic ; în domeniul plastic deformațiile se produc fără 
nodificare de volum, de aceea unii autori admit deformaţiile finite 
n condițiile păstrării volumului. Dacă s,, e, şi e, sînt lungirile specifice 
convenționale ale laturilor unui cub unitar, păstrarea volumului 
conduce la: 


i 
i 


prin aplicarea logaritmilor se obține : 


ln (1 -+ s) +in(l+e)+ln(l+e)=0 


ceea ce potrivit expresiei (2.45) reprezintă suma lungirilor specifice 
naturale 


E, T Ey + e, = 0. (2.44) 
4 Probleme moderne ale rezistenței materialelor 49 


Această expresie, care este exactă, se obține și pentru deforma- 
tiile specifice convenționale e în cazul deformaţiilor plastice, numai 
după neglijarea produselor lungirilor specifice. 
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COMPORTAREA MATERIALELOR SUB ACŢIUNEA 
FORTELOR 


31. COMPORTAREA MATERIALELOR SUB ACŢIUNEA STATICĂ A FORTELOR 
DIAGRAME CARACTERISTICE 


După examinarea aspectelor teoretice privind forțele interioare 
şi deformațiile, se impune cu necesitate stabilirea unor raporturi 
între aceste categorii, primele din domeniul mecanicii, celelalte din 
domeniul geometriei. Această problemă are caracter prin excelență 
experimental; încercările de a determina prin calcul comportarea 
materialelor sub acțiunea forțelor pornind de la legile fundamentale 
ale structurii materiei, s-au dovedit pînă în prezent infructuoase 
datorită în principal neomogenității structurale a majorității mate- 
rialelor utilizate în practica inginererească, a marilor abateri pe care 
le prezintă structura reală a materialelor față de o structură perfect 
ordonată, cum este cea a cristalelor. 

Comportarea materialelor sub acțiunea forțelor este stabilită în 
laboratoarele de încercări ; raporturile dintre eforturi şi deformații 
sînt o măsură a proprietăților fizico-mecanice ale materialelor. 

şxperimentările constau din realizarea într-o probă a unei soli- 
citări de regulă omogenă, depinzînd de un singur parametru śi măsu- 
rarea variațiilor care survin în dimensiunile probei. Se poate trasa 
astfel o curbă corelînd cele două variabile: cea mecanică și cea 
geometrică. 

Pentru ilustrare vom lua cazul oțelurilor moi de construcție. 
Formele epruvetelor utilizate sînt în general normalizate pentru a 
se realiza în zona centrală un cîmp de eforturi de întindere practic 
uniform a cărui intensitate este : 


N 
A 


în care N este efortul de întindere, iar A aria inițială a secțiunii trans- 
versale. Se măsoară lungirea A! în zona centrală a epruvetei (în direcția 
efortului de întindere) şi raportînd-o la lungimea inițială 1 se obține 
lungirea specifică 


\ 
J 


| 
| 
$ =A Le 
ae 0 
4 £ 
Rig. 3.1 


Curba care leagă efortul unitar o de lungirea specifică s are alura 
celei din fig. 3.1 şi poartă numele de diagramă caracteristică. Printre 
principalele puncte caracteristice ale acestei diagrame, se găsește în 
primul rînd punctul E marcînd limita de elasticitate a materialului ; 
cîtă vreme eforturile unitare rămîn inferioare valorii c, (pentru oţelu- 
rile de construcție moi o, = 2400 kgf/cm?) lungirile sînt propor- 
tionale cu eforturile unitare și total reversibile; o dată îndepărtată 
forța de întindere, deformația se anulează*. Porțiunea de curbă OF 
este practic o dreaptă, atît la încărcarea epruvetei, cît și la descărcare. 
În lungul acestei porțiuni se poate serie: 


ös DE 
* O examinare mai atentă deosebește și o limită de proporționalitale corespunzind 
unui efort unitar op apropiat ca mărime de cą totuși distinct, pină la care se mentine 


riguroasă proporționalitatea între eforturi şi deformații. 


relație bine cunoscută sub numele de legea lui Hooke, în care coefi- 
cientul de proporționalitate dintre eforturi și deformații E este modulul 
de elasticitate longitudinal sau modulul lui Young. 

Pe măsură ce sub acțiunea forței epruveta se lungeşte, dimensiu- 
nile secțiunii transversale se micșorează. Cîtă vreme o < o, aceste 
modificări se pot exprima prin (fig. 3.2). 
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în care e' este lungirea (de fapt contracția) transversală specifică 
dimensiunilor transversale ale acțiunii epruvetei, iar v coeficientul 
de contractie transversală denumit coeficientul lui Poisson. 

Porțiunea OFE a curbei caracteristice defineşte domeniul de com- 
portare elastică a materialului. Încercările au demonstrat că valorile 
lui E şi v sînt la compresiune aceleași ca la întindere. 

După depăşirea limitei de elasticitate o, o parte a deformației 
este ireversibilă ; la descărcarea completă o parte din deformație per- 
sistă, este remanentă sau plastică. 

Deformațiile remanente întrec mult ca valoare pe cele elastice 
după depășirea limitei de curgere o, Curba caracteristică prezintă 
un palier, denumit palier de curgere de-a lungul căruia deformaţiile 
cresc considerabil fără ca sarcina să crească sensibil; materialul 
„curge'', deformația OD, este de circa 20 ori mai mare decît cea elas- 
tică OE. Dincolo de punctul D materialul prezintă o autoconsolidare : 
eforturile unitare cresc, deşi nu în aceeași proporție cu deformaţiile. 
In momentul cînd se atinge punctul M, apar deformaţii importante 
ale secțiunii transversale, se produce strictiunea ; lungirile specifice 
nu mai sînt egale de-a lungul barei, ele devenind mult mai mari în 
zona stricțiunii. 


În trasarea diagramei caracteristice, în mod convențional efor- 
turile unitare o se calculează raportîndu-se efortul N la aria inițială 
a secțiunii transversale ; dincolo de punctul M această curbă prezintă 
o scădere aparentă a efortului unitar o pînă în punctul R cînd epru- 
veta se rupe, deoarece stricțiunea diminuează mult aria efectivă. 
Valoarea maximă a lui o în punctul M se numește limita de rupere 
o, sau rezistența totală. Dacă diagrama se trasează introducînd în calcul 
aria efectivă a secțiunii transversale, se obține curba reală cu alura 
din fig. 3.3 din care reiese că eforturile unitare cresc pînă în momentul 
ruperii. Alungirea specifică la rupere 3, atinge o valoare de 25. ..30%, 
adică de circa două sute de ori mai mare decît alungirea elastică. 

Limita de curgere este bine marcată la oţelurile moi, care prezintă 
mari deformaţii înainte de rupere — sînt tenace sau ductile — dar 
ea devine din ce în ce mai puțin aparentă la oțelurile mai dure, ca 
urmare a creșterii procentului de carbon în compoziție. Acestea din 
urmă practic nu au palier de curgere şi limita de curgere este definită 
convenţional pe baza unei deformaţii remanente standard, de obicei 
0,2%, ; această limită convențională de curgere se notează chiar oo, 
(fig. 3.4). Menţionăm că aceste oţeluri au și o lungire la rupere foarte 
redusă ; comportarea lor se apropie de cea a materialelor casante sau 
fragile (fig. 3.5). Reducerea ductilității apare și la temperaturi scăzute 
cînd oțelurile, chiar cele moi, prezintă rupere casantă. 

Prezența proprietăţilor plastice ale materialelor, manifestate prin- 
tr-o lungire minimă la rupere, este de o deosebită importanță pentru 
utilizarea lor în construcții. Deformaţiile mari în zonele foarte soli- 
citate ale construcției au ca efect retransmiterea unor eforturi asupra 
altor zone mai puţin solicitate. Acest fenomen, care poartă numele 


de adaptare, nu poate avea loc decît în prezența unor deformaţii 
plastice suficient de mari. 

Proprietăţile plastice ale oțelurilor sînt la baza unor operații, ca 
fasonarea armăturilor, baterea niturilor; verificarea acestor proprie- 
tăți se face în mod sumar prin încercări relativ simple comportînd 
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Fig. 3.5 Fig. 3.6 


în general îndoirea unei bare cu un unghi de 180°, fără să apară 
fisuri. 

Să presupunem că o epruvetă de oțel a fost solicitată peste limi- 
ta de elasticitate o,; dacă ea este descărcată și se trasează diagrama 
corespunzătoare, se observă (fig. 3.6) că descărcarea se face după 
o dreaptă (dreapta 3) aproape paralelă cu porțiunea rectilinie a dia- 
gramei de încărcare. După descărcarea totală epruveta păstrează o 
deformaţie remanentă. La o nouă încărcare materialul se comportă 
elastic pînă la atingerea valorii o care se prezintă ca o nouă limită 
de elasticitate, superioară celei determinate la prima încărcare cu > 
> 6, Modulul de elasticitate se păstrează practic constant. Acest 
fenomen de ridicare a limitei elastice printr-o solicitare prealabilă, 
corespunzătoare, se numeştee ecruisare. 

Ecruisarea este folosită industrial la îmbunătăţirea calității unor 
oțeluri pentru beton armat şi precomprimat, prin laminare la rece, 
trefilare și torsionare. Este de menționat faptul că la ecruisarea prin 
sisteme de forțe acționînd normal pe direcția de solicitare a barei 
— cum se întîmplă în cazul trefilării sau laminării la rece — ridicarea 
limitei de elasticitate nu se realizează pînă la nivelul efortului unitar 
cu care s-a produs, ci rămîne de ordinul a 50%, . În fig. 3.7 sînt date 
diagramele caracteristice ale unor oţeluri ecruisate. 


yi 


Diagrame caracteristice asemănătoare celei a oțelului au și alte 
metale și aliaje utilizate în construcții. Un asemenea material, care 
prezintă un interes crescînd pentru structurile inginerești, este alumi- 
niul. 
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3 — oteluri ecruisate prin compresiune + 
6 — oteluri ecruisate prin întindere : 
— otel neecruisai. 


Fig. 3.7 


Comportarea la solicitări mecanice a aliajelor de aluminiu este 
analogă oțelurilor moi (fig. 3.8) cu deosebirea absenței palierului 
de curgere ; limita de curgere pentru aluminiu este o limită convențio- 
nală o. De remarcat că la aliajele de aluminiu limita de proporțio- 
nalitate este mai depărtată de limita de curgere convențională decît 
la oțelurile de construcție: la aluminiu: = 0,75 ... 0,85 față de 

Sopa 


“2 — 0,80 ... 0,85 la oțel. 


032 a 

In fig. 3.8 sînt date curbele o — e și modulele de elasticitate lon- 
gitudinale la întindere și compresiune la un aliaj Al—Cu—Mg, şi 
anume: curba o — s la compresiune (7), curba o — e la întindere 
(2), curba E la compresiune (3), şi curba E la întindere (4). S-a notat 
cu cp limita de proporționalitate la compresiune, cu op limita de pro- 
porționalitate la întindere, cu of, limita de curgere tehnică la compre- 
siune (corespunzătoare unei deformații remanente de 0,2%). 

Ruperea la solicitări statice este în general plastică ; ea se produce 
după deformații mari. Spre deosebire de oțeluri, aliajele de aluminiu 
mențin aceste proprietăți plastice chiar la temperaturi foarte scăzute 
(—100*C); nu se întilnește practic rupere fragilă. 
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O îmbunătățire a caracteristicilor mecanice ale aliajelor de alu- 
miniu se poate obține, ca şi la oțeluri, prin ecruisare, operație care 
conduce la ridicarea limitei de curgere, a durității, a rezistenței la 
oboseală. 

Comportare, mult diferită, pre- 
zintă materialele plastice, de sinte- 
ză, utilizate în construcții. Polimerii 


T, kgf/mm? E, kgf/mm? 


formează o clasă de materiale cons- 35 J 710° 
tituite din molecule lungi alcătuite 3 
din unități relativ simple, crista- E e 610 
line sau amorfe; dintre acestea 25 |, 08," S D 5.102 
elastomerii au o mare capacitate gff- | 

de deformare elastică. Comportarea 20 | 410? 
polimerilor sub acțiunea forţelor | 
depinde esențial de structura lor /5 — 310 
moleculară, de gradul lor de poli- | 
merizare și mai cu seamă de tem- / : | 2-10? 
peratură. Astfel, modulul de elas- |] g s 
ticitate al polistirenului, a cărui va- 4 / $ | aies 
riație este trasată în funcție de Nelas 


temperatură în fig. 3.9, nu mai este H 02 04 05 D8 10 12 14 e 
constantă. La temperatura mediului 
ambiant polimerii sînt duri și ca- Fig. 3.8 
sanți, iar deformaţiile perfect elastice. 

Spre deosebire de majoritatea materialelor de construcție, elasto- 
merii în zona lor de comportare elastică manifestă lungiri complet 
reversibile de sute de procente (fig. 3.10). 
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Materialele cu comportarea elastomerilor au cîteva trăsături carac- 
teristice : sînt moi şi au modul de elasticitate redus ; permit deformaţii 
foarte mari care sînt reversibile ; sînt amorfe. 

La materialele de tipul elastomerilor, coeficientul lui Poisson este 

, 1 : P o 
apropiat de —, ceea ce face ca aceste materiale să se deformeze fără 
9 


modificare de volum. Comportarea la compresiune este deosebită 
datorită unui proces de compactare a materialului care duce la o creș- 
tere a pantei diagramei caracteristice. 

Un material larg utilizat în construcții, lemnul, prezintă o struc- 
tură fibroasă, din polimeri naturali, care îi determină proprietățile 
mecanice; lanțurile de molecule cristaline orientate avînd ca bază 
celuloza, care îi conferă structura fibriformă, ocupă 50 ... 60% din 
volumul lemnului, restul constînd dintr-o substanță amorfă, lignina. 
În ciclul anual de creştere celulele tubulare se dispun pe cercuri con- 
centrice : cercurile anuale datorită cărora lemnul are o mai mare rezis- 
tență în direcția fibrelor decît în direcția transversală. El se comportă 
ca un material anizotrop, deformațiile elastice și cele plastice depin- 
zînd de orientarea solicitărilor față de inelele anuale (fig. 3.11). 


3.2. ELASTICITATE 


Din examinarea relațiilor dintre solicitări şi deformații, ies în evi- 
dență două comportări fundamentale : comportarea elastică şi com- 
portarea plastică. Explicația acestora constă în structura materialelor. 

Din cele expuse în paragrafele anterioare rezultă că toate materia- 
lele supuse unor solicitări își schimbă forma, volumul sau amîndouă. 
Modificări analoge sînt obținute și ca urmare a variaţiei de temperatură. 

Dacă deformațiile produse dispar complet o dată cu înlăturarea 
cauzei ce le-a produs, comportarea a fost denumită elastică. Relaţia 
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matematică dintre deformații și solicitări în cazul comportării elasti 

a corpurilor cristaline este liniară, în timp ce la corpurile necristaline, 

în special la cele alcătuite din lanțuri lungi de molecule, este neliniară. 
Comportarea elastică a materialelor îşi găseşte explicaţie în struc- 

tură lor atomică. Energia potenţială a doi atomi situaţi la distanța 7 

unul de altul, poate fi exprimată prin relația i 


A p B 


V = — 
yh i pm 


în care A și B sînt constantele de proporționalitate ale atracției, respec- 
tiv respingerii dintre atomi, iar n şi m exponenţii care precizează varia- 
ţia potențialului cu distanța. 

Întrucît V este o funcție de potenţial, forța rezultantă (de atracție 
sau respingere) are expresia : 


iz. OV nA mB 


ðr p+ pl 


La distanța d, forța de atracție este 
echilibrată de cea de respingere; forța re- 
zultantă este nulă iar atomii sînt în poziție 
de echilibru stabil (energia potențială este 
minimă). Orice deplasare impusă a celor 
doi atomi tinzînd să-i apropie sau să-i 
depărteze, va avea ca efect tendința de a A 
reveni în poziția inițială ; ca urmare, atomii led pe 
într-o structură cristalină tind să se aşeze 
față de vecinii lor astfel că forța rezultantă 
care acționează asupra fiecăruia să fie nulă. i 

O solicitare produce deformarea mate- F4 
rialului ca urmare a modificării distanțe- 
lor interatomice. 
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într-o direcție ~ 


Deformația specifică 
0 
oarecare devine la scara atomară, deplasa- 
d — do 
do 


rea raportată la distanța inițială : 
în aceeași direcție. 

Diagrama din fig. 3.12 ilustrează re- 
lația dintre forța de interacțiune a doi ' 


atomi și distanța dintre ei; ea este ana- 
logă diagramei caracte- ristice a unui 


a- 


Fig. 3.12 


material și prin urmare panta tangentei în punctul de abscisă 
y — do ilustrează o mărime analogă modulului de elasticitate al 
materialului. Mai mult, pentru variaţii ale distanţei d, în jurul 
valorii dp, nedepășind circa 0,5%, ceea ce corespunde în general valori- 
lor alungirii specifice e ale materialelor cristaline, diagrama prezintă 
o variație practic liniară (fig. 3.13). Această constatare făcută la nivel 
atomar, explică comportarea liniar elastică macroscopică a materia- 
lelor cristaline. La aceste materiale sînt necesare eforturi relativ mari 
pentru a produce deformaţii mici elastice. Comportarea la compresi- 
une și întindere este practic identică. 

Potrivit aceluiași model atomic, poate fi explicată şi contracția 
transversală care apare la solicitarea de întindere. În acest scop ne 
imaginăm atomii ca niște sfere rigide de diametru d într-o așezare 
compactă (fig. 3.14, a). Presupunem că de-a lungul direcţiei x se exer- 
cită o forță de întindere care produce o deformaţie liniară specifică e ; 
distanța (1 + s)de constituie pe direcția x noua distanță de echilibru. 
Pentru a se menține însă distanța d, după celeialte direcții, sferele 
de pe celelalte rînduri trebuie să rămînă în contact; distanța /, între 
liniile centrelor se va micșora. "Ținînd seama că e este mic în raport 
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Fig. 3.13 


cu do, pentru găsirea punctului A, se consideră deformația în două 
etape : prima, deplasarea diametrului BA în B,A' ca urmare a lungirii 
BB,; a doua rotirea acestui diametru în A, (A'A, este tangenta cu 
care se aproximează arcul de cerc după care se face în realitate rotirea). 
Se poate scrie (fig. 3.14, b): 


sue stg 30° 
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au ținînd seama că : 
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Fig. 3.14 


Această valoare a coeficientului lui Poisson se întîlnește la metale 
al căror sistem cristalin coincide cu cel adoptat în calculul de mai 
înainte. 

La materiale necristaline, alcătuite din lanțuri lungi de molecule, 
cum sînt elastomerii amintiți la § 3.1, deformații elastice mari se pot 
produce la solicitări reduse deoarece inițial se produce o îndreptare 
a lanțurilor moleculare în direcția efortului şi numai după această 
fază începe învingerea legăturilor dintre atomi. Această comportare 
explică legea neliniară a elasticității acestor materiale. În ceea ce 
priveşte comportarea la compresiune a corpurilor necristaline alcătui- 
te din lanțuri de molecule, ea este dictată de faptul că mai întîi se umplu 
spațiile libere dintre lanțuri, după care se încarcă cu efort şi lanțul 
propriu-zis: diagrama prezintă o accentuare a pantei (fig. 3.15). 

O altă categorie de deformații, complet reversibile şi deci analoge 
celor elastice, sînt deformațiile produse de variațiile de tempera- 
tură. 
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La temperatura zero absolut, orice mişcare a atomilor în jurul 
poziției lor de echilibru încetează: distanța interatomică este d 
Pe măsură ce temperatura crește ca urmare a unei energii comunicate 
din exterior, atomii încep să oscileze, distanța maximă dintre ei la 
o anumită temperatură devenind d,, iar cea minimă d,. 
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Aceste oscilații au loc în jurul distanței medii 4, corespunzătoare 
temperaturii atinse (fig. 3.16), distanță care este superioară celei 
limită dọ datorită asimetriei curbei. 

Lungirea specifică datorită efectului temperaturii poate fi expri- 
mată prin relația cunoscută : 

dł 3 
— = adI 
l À 
in care a este coeficientul de dilatare liniară, iar dT variația de tem- 
d Paie a À 2 : E 
peratură. Se demonstrează uşor că pentru corpurile solide cristaline 
care au acelaşi coeficient de dilatare liniară pe cele trei direcții ale 
spațiului, coeficientul de dilatare volumică este egal cu: 

x, = 3a. 
„Există numeroase cristale care au coeficienți de dilatare liniară 
diferiți pe direcții diferite. i 


3.3. PLASTICITATE 


Comportarea plastică la metale își are originea în deplasarea unor 
defecte ale cristalelor, cunoscute sub denumirea de dislocată. 
= l 


Teoria dislocațiilor a fost introdusă prima dată de G. Taylor în 
anul 1930 pentru a explica motivul pentru care într-o rețea cristalină 
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forțele reale care produc deplasarea unor straturi de atomi sînt de sute 
de ori mai mici decît cele care rezultă dintr-un calcul în care se iau în 
considerare forțele interatomice într-o rețea cristalină perfectă. 

Sub forma lor cea mai simplă, într-o rețea cubică dislocațiile au 
fost concepute ca linii de locuri goale, neocupate de atomi, goluri 
care se pot deplasa într-un plan denumit plan de lunecare sub acțiunea 
unei forțe tangențiale T (fig. 3.17). Linia (perpendiculară pe figură), 
conținînd locurile libere, poartă numele de linte de disiocație. Ea se 
poate obține introducînd, ca o pană, un plan suplimentar de atomi, 
He deasupra planului de lunecare (dislocație pozitivă), fie dedesubtul 
lui (dislocație negativă). În jurul unei dislocații, în rețeaua cristalului 
ia naştere o stare de eforturi; datorită acesteia, două dislocaţii adia- 
cente, de acelaşi semn, se resping, în timp ce două dislocații de semn 
contrar se atrag (comportarea lor este analogă comportării a doi con- 
ductori paraleli prin care circulă curenți electrici). 

Mobilitatea unei rețele cristaline depinde de numărul dislocațiilor 
existente ; ductilitatea metalelor poate fi explicată prin existența unui 
mare număr de dislocații ; numărul liniilor de dislocare care intersec- 
tează 1 cm? din suprafața unui cristal este de ordinul 10° la metalele 
neprelucrate şi 1012 la metalele prelucrate la rece. 

Studiile mai recente completate și experimental prin observaţii 
cu ajutorul microscopului electronic prezintă modele mai complicate 
pentru a explica formarea și deplasarea dislocaţiilor ; liniile de dislo- 
cație sînt elice sau alte curbe, închise sau deschise ; sînt definite surse 
de dislocații. Mecanismele pentru deplasarea dislocațiilor sînt nume- 
roase şi diferite de la metal la metal. Ele diferă însă pentru același 
metal în funcție de temperatură ; la temperaturi ridicate, cînd procesul 
de difuziune devine important, dislocaţiile pot să se deplaseze dintr-un 
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plan de lunecare în altul. Aceasta explică deformaţiile de fluaj ale 
metalelor la temperaturi ridicate. 

Mobilitatea dislocaţiilor este mai redusă în cristalele care conțin 
impurități ; atomii străini rețin dislocaţiile deoarece ei se localizează 
în regiunile dilatate ale rețelei din apropierea dislocațiilor. Fixarea 
impurităților se face în timp, ceea ce explică fenomenul de îmbătri- 
nire prin care se micșorează ductilitatea. Existenţa unui mare număr 
de dislocaţii, de diferite orientări — ca urmare a prelucrării la rece 
de exemplu — reduce de asemenea mobilitatea dislocaţiilor din cauza 
forțelor de interacțiune care apar în urma aglomerării lor. 

Sub acțiunea forțelor, de-a lungul suprafețelor de lunecare, se depla- 
sează straturi întregi de atomi. Prin deplasare, se restabilește însă 
rețeaua cristalină într-o nouă poziție de echilibru stabil alatomilor ; 
deformația devine în acest fel ireversibilă. Întersecţiile planelor de 
lunecare cu suprafața laterală a epruvetei apar ca linii cunoscute 
sub numele de liniile lui Lueders. 

Teoria dislocaţiilor dă explicaţii şi fenomenului de ecruisare. După 
solicitare, care depăşeşte limita de elasticitate, prin descărcarea între 
cristalele deformate plastic și mediul amorf care le înconjoară, iau 
naștere eforturi care produc numai deformaţii elastice ; cristalele sînt 
supuse la forțe de compresiune. 

La o nouă încărcare nu se pot produce noi deformații plastice fără 
a depăşi valoarea forței care le-a produs pe primele ; de aceea, detor- 
maţiile la reîncărcare sînt elastice. Din acest mecanism al deformării, 
rezultă însă că forțele de compresiune 
care se exercită asupra cristalelor prin 
descărcare se adaugă celor datorite 
unei eventuale forțe exterioare de 
compresiune, aplicate după descăr- 
care. Lunecările în cristale se pro- 
duc pentru forțe de compresiune mai 
mici; limita de elasticitate la com- 
presiune coboară la barele ecruisate 
prin întindere. Fenomenul (fig. 3.18) 
este cunoscut sub numele de efect 
Bauschinger. De aici concluzia de a 
nu se folosi bare ecruisate în elemente 
supuse la solicitări alternative. 

Pentru a ține seama în calcul de 
proprietăţile elastoplastice ale mate- 
rialelor, s-au propus diagrame sim- 
Fig. 3.18 plificatoare. Două din aceste dia- 
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grame au o utilizare mai mare. Prima datorită lui Prandtl, consi- 
deră materialul perfect elastic pînă la limita de curgere, după care 
corpul se deformează nedefinit fără a fi necesar practic un spor de 


Gi] 


Fig. 3.19 


efort. A doua ține seama de manifestările de consolidare pe care le 
prezintă materialul după o oarecare deformație datorită curgerii. 
În fig. 3.19, a şi b sînt ilustrate cele două tipuri de diagrame. 


3.4. COMPORTAREA MATERIALELOR ÎN TIMP 


S-a arătat că comportarea perfect elastică a materialelor este limi- 
tată; după depăşirea unui anumit efort limită, proporționalitatea 
dintre efort şi deformație nu mai subzistă, iar deformația este numai 
parțial reversibilă. Din diagrama caracteristică a materialului (fig. 3.20) 
rezultă că deformația totală e după depăşirea limitei de elasticitate 
o, este alcătuită din două părți; o parte elastică, reversibilă e, şi 
o parte neelastică, ireversibilă, deformația permanentă sau plastică 
ep. Repetăm că deformația elastică iese în evidență la descărcare. 

Diagrama caracteristică a materialelor de construcție nu poate 
însă exprima toate aspectele deformării ; în special practica betonului 
armat a arătat inginerilor constructori că procesul de deformare nu 
se reduce la deformația instantanee (care apare imediat după aplicarea 
sarcinilor) ; la construcțiile de beton armat starea de echilibru elas- 
tic nu se stabileşte imediat; există un proces de deformare continuă | 
sub sarcină. Fenomenul este cunoscut sub denumirea de curgere lentă | 
a betonului. 


Un fenomen cu totul asemănător apare în comportarea oțelului | 
la unele maşini. Sub acțiunea sarcinilor care se exercită timp mai 
îndelungat şi la temperaturi ridicate, deformaţiile cresc continuu, 
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ajungînd în anumite condiţii să producă ruperea materialului (fig. 3.21). 
la agregate care lucrează în condiții de eforturi și temperaturi 
ridicate, cum sînt turbinele de aburi, s-au produs nu puţine distrugeri 
ale agregatelor din cauza fluajului oţelului. 
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"i a Erei 
Ei ncârcare € Lurgerea lenta 
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Fig. 3.20 Fig. 3.21 
Reprezentată grafic, curgerea lentă a betonului sub efort constant 
s-ar prezenta sub forma unei diagrame ca cea din fig. 3.22, din care 
rezultă că deformația la timpul î,, reprezentată prin punctul C, poate 


éa i e i 6; — defarmația instantanee 

S a S 6, — deformația elastică 

i Š | | Sp — deformația permanentă 

gi | 3 | SI — Ss deformația elastică intirziată 
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timpul t, 
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fi socotită alcătuită din două părți: o deformație instantanee, repre- 
zentată prin segmentul AB, şi o deformație dependentă de timp, 
reprezentată prin diferența dintre ordonata punctului C și ordonata 
AB. Din deformația totală, partea de deformație reversibilă (elastică) 
poate fi distinsă de deformația ireversibilă prin descărcare. Dacă epru- 
veta este încărcată pînă în punctul B și descărcată imediat, nu mai 
revine la forma inițială nedeformată : diagrama se opreşte în F. În- 
seamnă că o parte din deformație, reprezentată prin segmentul AF 
este permanentă și este numită deformație permanentă sau deformatie 
Plastică instantanee“. 

Dacă încărcarea sub sarcină este menținută un anumit timp îi, 
cînd epruveta este descărcată, o parte din deformaţie se recuperează 
imediat (segmentul CD). Această parte a deformaţiei este denumită 
deformație elastică instantanee sau simplu deformaţie elastică, ò.. 

Dacă epruveta este lăsată descărcată un timp mai lung, se observă 
o scădere a deformației remanente ; din punctul D detformaţiile scad 
oprindu-se la valoarea reprezentată prin ordonata KE. Înseamnă că 
deformației elastice (instantanee) i se adaugă o deformație elastică, 
care se recuperează în timp, denumită deformatie elastică întîrziată sau 
post-efect elastic, 8. 

Epruveta rămîne după un timp suficient de lung cu o deformație 
remanentă, care este compusă din două părți: o parte egală cu o defor- 
mație permanentă (deformația plastică instantanee) şi o parte datorită 
curgerii lente. Este ceea ce în literatura de specialitate se numește uneori 
deformație de curgere lentă veritabilă sau simplu curgere. În unele 
lucrări de specialitate, pentru deformația elastică întîrziată se folo- 
sește şi termenul de curgere lentă primară, iar pentru partea din defor- 
mația remanentă datorită curgerii lente, termenul de curgere lentă 
secundară. 

Fenomenul de deformare continuă sub sarcină, fluaj sau curgere 
lentă, este de aceeaşi natură cu fenomenul cunoscut sub numele de 
relaxare, care constă în scăderea continuă a eforturilor din elementele 
menținute într-o anumită stare de deformare. Elementele de soli- 
darizare care acționează prin eforturi obținute printr-o deformare 
inițială, cum sînt buloanele tensionate sau niturile, cu timpul stăbese 
prinderea deoarece efortul la care erau solicitate inițial scade. 

Fenomenele de relaxare şi de curgere lentă interesează în mod 
deosebit pe constructori, deoarece intervin la materiale utilizate larg, 
cum sînt betonul armat şi betonul precomprimat. Tensiunile mari 
inițiale în armăturile de oțel care produc precomprimarea betonului, 


* Unii cercetători contestă existența la beton a deformației plastice instantanee. 


scad 'pe măsura trecerii timpului (fără însă a scădea sub o anumită 
limită care să pericliteze elementul de construcție). 

De aceeași natură cu curgerea lentă și relaxarea este şi comportarea 
lemnului sub acțiunea de durată a forțelor care se manifestă prin rupe- 
rea probei supuse la întindere după un anumit timp fără ca în acest 
interval intensitatea forței să fi crescut. 
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Notăm cu o, rezistența la rupere determinată prin încercări de 
scurtă durată. Experiența arată că probe menținute continuu sub 
un efort unitar inferior rezistenței de rupere, cedează totuşi după 
scurgerea unui anumit interval ; acesta este cu atît mai scurt, cu cît 
efortul unitar este mai ridicat. Experimental se constată că se poate 
defini o limită a efortului unitar, în jurul valorii de (0, 9 „2. 06) o 
pentru care ruperea nu se produce pentru intervale oricît de lungi. Ta 
felul acesta se definește rezistența de durată a lemnului (fig. 3.93). 

Explicaţia fenomenului rezidă în mecanismul de eliminare — eva- 
porare a apei din structura lemnului, avînd ca efect suprasolicitarea 
urmată de ruperea unor fibre. 

În descrierea fenomenelor de deformație nomenclatura folosită 
este foarte variată. Pentru a introduce o reglementare în acest domeniu 
la colocviul RILEM de la München (1958), cu tema „Influența timpu- 
lui asupra rezistenței şi deformației betonului”, s-a stabilit şi o termino- 
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logie unitară privind deformația, redată sub formă de tabel. Deşi 
unii termeni sînt susceptibili de critică, nomenclatura adoptată are 
avantajul unificării termenilor. 


Deformațiile betonului 
(RILEM 1958) 


Independente de solicitările Dependente de solicitările 
exterioare exterioare 
Dependente de 
Independente A 
Contracție a Fină timp (curgere 
ae, Mp lentă) 
Din tempera- š T 
tură logică ibil Elastică Elastică intir- 
ră cz vâna ` Mastic? S 
Ecologică Reversibile “lastică ziată 
Intrinsecă Treversibile Permanentă Curgere 


3.5. DISIPAREA ENERGIEI. VISCOZITATEA SOLIDELOR 


Comportarea materialelor sub acțiunea forțelor este legată de trans- 
formările de energie care au loc în timpul procesului de deformaţie. 
În bilanțul energetic intră lucrul mecanic produs de forțele exterioare, 
energia cinetică a mișcării macroscopice a corpului (în cazul vibrației 
de exemplu) energia potențială (elastică) de deformaţie şi energia 
disipată sub diferite forme. În cazul corpurilor în echilibru, energia 
cinetică este nulă ; se consideră de regulă că lucrul mecanic al forțe- 
lor exterioare se transformă în întregime în energie potențială (elastică) 
de deformare. La descărcare, această energie produce revenirea corpu- 
lui la starea inițială, nedeformată. 

Un proces termodinamic este teoretic reversibil numai atunci cînd 
se produc e cu viteze infinit mici. Vitezele cu care se produc deformaţiile 
sînt însă finite ; aceasta are ca rezultat disiparea unei părți din energia 
acumulată, sub formă de căldură. Ca urmare, deformarea nu mai este 
în întregime reversibilă. 

Raportînd la unitatea de volum cantitatea de energie înmagazinată 
de corp prin deformare și notînd cu w, energia specifică de deformaţie, 


se poate scrie relaţia : 
w, = w, -+ Wa (3.1) 


în care cu w; s-a notat energia disipată, iar cu w, energia potențială 
elastică, energii raportate de asemenea la unitatea de volum. 
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Această relație redă aspectul cunoscut al deformației corpului : 
din deformația totală, o parte, care corespunde energiei elastice w, 
este reversibilă — deformația elastică ; partea care corespunde energiei 
disipate wz, este ireversibilă — deformația remanentă. 

Atît termodinamica teoretică cît şi comportarea construcțiilor 
au arătat că în deformarea corpurilor are importanță nu numai canti- 
tatea de energie care se transferă, ci şi viteza cu care se face acest 
transfer. Energia elastică specifică este o măsură a capacității corpului 
de a înmagazina lucrul mecanic produs de forțele exterioare, fără a 
ceda (fie prin rupere, fie prin deformaţii plastice). În cazul că lucrul 
mecanic produs de forțele exterioare este mare (în cazul șocului de 
exemplu), pentru ca o construcție să nu cedeze, este necesar ca partea 
de energie disipată să fie cît mai mare. Cum transferul de energie, 
respectiv disiparea, sînt procese care au loc în timp, sîntem conduși 
a le analiza raportîndu-le la unitatea de timp. 

Ca urmare, expresia (3.1) este derivată în raport cu timpul, obți- 
nîndu-se : 


39) = z | Re Ro 
W = W, F Wa (8.2) 


Ă : $ arii r ELI da 
în care cu w, w, Și w; s-au notat derivatele de forma — 
dé 
In această relație sînt 3 variabile legate printr-o condiție; numai 
două vor putea deci varia independent. Cazurile particulare sînt obți- 
nute considerînd pe rînd unul dintre termeni nul (cantitatea de energie 
corespunzătoare nu variază în timp), şi anume: 


a) w, = 0 sau W, = Wy (3.3) 


Lucrul mecanic al forțelor exterioare se înmagazinează sub formă 


de energie potențială elastică de deformare. Energia aceasta poate fi 
restituită ; materialul se comportă perfect elastic. 
b) w, = 0 sau 10, = Wa. (3.4) 


Toată energia este disipată ; deformația este în întregime ireversi- 
bilă. Comportarea materialului este perfect plastică. 


c) w, = 0 sau w, + w, = 0. (3.5) 


Cantitatea de energie înmagazinată prin deformare este constantă. 
În timp se face un transfer continuu de energie: energia potențială 
elastică scade cu aceeași viteză cu care crește energia disipată ; defor- 
maţia ireversibilă creşte în detrimentul deformaţiei elastice reversibile ; 
acesta este cazul relaxării. 
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Cele trei cazuri de mai înainte sînt cazuri limită. În cazul general, 
exprimat prin relația (3.2), rapoartele între cele trei categorii de energii 
variază în timp. Exprimînd valoarea vitezei de variație a energiei 
potențiale elastice sub forma : 


reiese că ea depinde de raportul între vitezele de variație ale energiei 
înmagazinate şi ale celei disipate. Principiul al doilea al termodinamicii 
stabileşte că energia disipată crește tot timpul: derivata ei w, este 
totdeauna pozitivă. De aici rezultă că energia potențială elastică nu 
creste în unitatea de timp în aceeași măsură în care crește lucrul me- 
canic produs de forțele exterioare. 

Disiparea energiei în elementele de construcție este legată de depla- 
sările particulelor materiale ale unui corp cu viteze finite, producând 
procese ireversibile. Această cale de disipare a energiei poate fi pusă 
pe seama frecărilor interne. Procesele de disipare a energiei prin fre- 
ările interne, sînt cel mai bine ilustrate de fluidele vîscoase. 

După cum se știe, ecuația generală a mișcării fluidelor vîscoase 
(legea lui Newton) poate fi scrisă sub forma (fig. 3.24) 


| 
c 


T= jiy (3.6) 
în care cu t s-a notat efortul unitar tangențial, cu y viscozitatea și 
cu y derivata în raport cu timpul a lunecării specifice*. 

Spre deosebire de corpurile solide, prin deformare fluidele incompre- 
sibile nu pot înmagazina energie; energia potențială de deformare 
(elastică) este inexistentă : cantitățile infinit mici de energie care se 
acumulează sînt disipate imediat prin 
curgere. 

Din considerentele arătate, rezultă 
că pentru a explica unele aspecte ale 
deformației corpurilor solide, şi în 
special variația deformației în timp, 


nu este nepotrivit să asociem pro- Eman ma ea a e 
sapa EA i 3 Eis $ A A SE SIR e Se 
prietăților elastice specifice corpului 


solid, o proprietate specifică fluide- Fig. 3.24 


* Reamintim că unitatea de viscozitate în sistemul CGS este poise (P) egală cu 
zitatea fluidului în care, pentru a deplasa cu viteza de 1 cm/s o suprafață pla- 
nă de 1 cm? situată la distanţa de 1 cm de alt plan paralel, este necesară o forță de 
1 dyuă. Subunitatea sa, centipoise (cP) este egală cu viscozitatea apei la 20,2*C. 


T 


lor: viscozitatea, şi să atribuim o anumită viscozitate corpurilor 
solide. 

La numeroase materiale de construcție (betonul, bitumurile, 
lemnul etc.), atribuirea viscozității nu reprezintă un artificiu, ci cores- 
punde structurii lor reale. Așa de exemplu, betonul cuprinde în struc- 
tura sa, în stare proaspătă, geluri care se comportă ca fluide cu viscozi- 
tate mare. Bitumurile sînt, de fapt, fluide foarte vîscoase şi se comportă 
ca atare. Chiar oțelurile de construcție, în special la temperaturi ridi- 
cate, prezintă o viscozitate care își are sursa în zonele periferice ale 
grăunților cristalini. 


3.6. COMPORTAREA CORPURILOR LA ÎNCĂRCĂRI ŞI DESCĂRCĂRI REPE- 
TATE 


În cazul cînd la încercarea unei epruvete dintr-un material oare- 
care curba caracteristică la descărcare nu se suprapune peste curba 
caracteristică determinată la încărcare, rezultă că din lucrul mecanic 
de deformare înmagazinat sub formă de energie de deformație, 
o parte nu este restituită, producîndu-se o disipare de energie. 
Într-adevăr dacă urmărim o diagramă oarecare, de încărcare 
(fig. 3.25), aria limitată de curba caracteristică şi de axa absciselor 
reprezintă lucrul mecanic acumulat pe unitatea de volum prin 
deformația probei solicitate 


Fig. 3.25 Fig. 3.26 


Ca urmare, o curbă de încărcare-descărcare de forma celei din 
fig. 3.26 închide o arie reprezentînd energia disipată în ciclul efectuat. 
Despre materialele prezentînd curbe asemănătoare, se spune că pre- 
zintă fenomenul de hysteresis. 


Fig. 3.27 Fig. 3.28 


În cazul unui material supus la solicitări a căror intensitate variază 
după o lege cu o perioadă dată, curba efort-deformație va avea de 
asemenea un caracter periodic. Se pot ivi două cazuri: 

a) Curbele de variație se suprapun în timp, fie că închid o curbă 
de energie disipată (fig. 3.27), fie că nu. În acest caz, energia se disi- 
pează sub formă de căldură datorită frecărilor interne ; deformația nu 
creşte nedefinit şi astfel nu se ajunge la distrugere. Ciclul se numește 
ciclu cu acomodare. 

b) Curbele se succed, deformația crește continuu în timp ; materia- 
lul are tendința de a înghiți” continuu energia pe care o transformă 
în deformație (fig. 3.28). 

În construcții, în care sarcinile prezintă variații în timp, materia- 
lele folosite trebuie să prezinte cicluri cu acomodare. Oțelurile au o 
acomodare mai rapidă, betoanele una mai lentă. 

Chiar în cazul ciclurilor cu acomodare, la 
unele materiale, închiderea ciclului, prin dis- i Fleocljvilate 
pariția deformaţiilor remanente, necesită o 
perioadă de timp. Această parte a defor- 
maţiei, care se anulează în timp, denumită 
mai înainte deformație întîrziată sau de 
post-efect elastic conduce la proprieta- 
tea care poartă numele de reactivitate 
(fig. 3.29). La asemenea materiale se poate 
ajunge la o stabilizare a ciclurilor după 
un număr mare de încărcări-descărcări NDefarmate permanentă 


(fig. 3.30). Fig. 3.29 
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Încercările ce se efectuează pentru determinarea curbelor carac- 
teristice ale materialelor, trebuie să respecte o viteză maximă de încăr- 
care, în general limitată la 100 kgf/em?/s. O viteză de încărcare. mai 
mare conduce la metale, la ridicarea aparentă a limitei de elasticitate 


a — Solicitare statică (lentă ) 
b- solicitare dinamică 


Fig. 3.30 Fig. 3.31 


şi la reducerea lungirii la rupere: se reduce ductibilitatea metalului. 
La alte materiale, cum este betonul, alura diagramei caracteristice 
se modifică, curba se apropie mai mult de o dreaptă (fig. 3.31). S 

Pe de altă parte, la unele materiale destinate a suporta șocuri 
prin încercări la impact sau încercări dinamice făcute cu ajutorul 
dispozitivului cunoscut sub numele de ciocanul lui Charpy se stab 
leşte lucrul mecanic necesar pentru a produce ruperea unei epruveti 
standard. 

`u cît materialul este mai ductil, cu atît absoarbe la rupere.inai 
mult lucru mecanic ; cu cît materialul este mai fragil, ruperea se face 
cu lucru mecanic mai redus. Raportul dintre lucrul mecanic consumat 
pentru ruperea prin șoc și aria secțiunii inițiale a epruvetei poartă 
numele de rezaliență. 


ul 


i- 


3.7. MODELUL CORPULUI MATERIAL 


Din fenomenologia comportării corpurilor sub acțiunea forțelor, 
rezultă că raporturile cauzale dintre forțe și deformații îmbracă un 
caracter foarte complex, funcție de multe condiții. Pentru un același 
corp, mărimea şi dezvoltarea deformațiilor produse de un sistem de 
solicitări depind de intensitatea și variația solicitărilor, de forma 
probei, de timp. 
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Pentru simplificarea şi ordonarea problemei generale a raportului 
dintre solicitări şi deformații, s-au desprins din tabloul complex cîteva 
scheme simple de comportare, uşor exprimabile în limbaj matematic. 
Este adevărat că nici un corp material real nu corespunde practic 
acestor concepte schematizate, dar avantajul lor stă în relativa ușurin- 
ță cu care pot fi studiate prin adoptarea unor scheme mecanice, deci 
macroscopice, a căror deformaţii sub acțiunea forțelor urmează aceleași 
legi. Se ajunge astfel la introducerea modelelor mecanice a unor corpuri 
ideale. Toată complexitatea comportării reale a unui corp oarecare 
tinde a fi rezolvată prin compunerea comportării unor componenți ai 
săi, denumiți faze; se obțin astfel modele complexe care ilustrează 
mai mult sau mai puțin comportarea reală. Avantajul acestui mod 
de a încerca rezolvarea problemei generale este pe de o parte acela 
al unei permanente imagini a fenomenului fizic, iar pe de altă parte 
al posibilității de a găsi expresia analitică a comportării complexe 
pornind de la cele simple, cunoscute, ale fazelor. 

În cele ce urmează vor fi expuse modele mecanice ale corpurilor 
cu comportare perfect elastică, vîscoasă, plastică, ele fiind elementele 
de bază ale celor mai complexe scheme. 

Modelul corpului perfect elastic. Prin definiție corpul perfect elas- 
tic, independent de intensitatea sau natura solicitărilor, revine la forma 
inițială o dată cu îndepărtarea acestora. Dacă între mărimea defor- 
mației, definită într-un mod oarecare, și intensitatea solicitării există 
o relaţie liniară, elasticitatea este și ea liniară. Acest din urmă tip 
de corp elastic este cel mai frecvent întîlnit în practică și este denumit 
corpul Hooke. 

Modelul mecanic al acestui corp este resortul elicoidal sau simbolic 
modelul H. Acest model este complet lipsit de „„memorie”. În orice 
moment starea sa este complet independentă de ceea ce s-a petrecut 
anterior atît la încărcare, cît ṣi la descărcare. 

icuația modelului H este: P, = K,ð,. Diagrama din fig. 3.32* 
ilustrează comportarea modelului: deformațiile 3, depind liniar de 
solicitarea P, și numai de ea, producîndu-se instantaneu. Deformația 
este independentă de timp; energia acumulată (aria 2 este măsura 
acestei energii) este complet restituită la descărcare, o dată cu dispa- 
riția integrală a deformatției. 

Modelul corpului vîscos. Prin definiție, corpurile perfect vîscoase 
se deformează continuu sub acțiunea forțelor, deformația cîştigată 
pästrîndu-se integral după îndepărtarea cauzei care a produs-o. Ase- 
menea corpuri sînt lichidele cu frecare internă denumite lichide new- 


* După Reiner. 


-y 
kS) 


toniene. Modelul mecanic al unui asemenea corp vîscos, la care defor- 
maţiile sînt proporționale cu solicitările, este alcătuit dintr-un corp 
de pompă cu un lichid vîscos în interiorul căruia poate glisa un piston 
perforat, totul simbolic denumit modelul N. 


Ecuația modelului N este: P, = = Kð. Diagrama din fig. « 
ilustrează comportarea acestui model : deformaţiile 3, cresc în ţa 
ele nu se produc instantaneu, sînt proporționale cu sarcina aplicată ; 
se păstrează integral la înlăturarea ei. Energia crește continuu cu sar- 
cina şi nu este restituită la descărcare. 

Modelul se spune că are „memorie” perfectă : reține integral toate 
evenimentele produse asupra lui. 

Modelul corpului plastic. Înțelegînd prin plasticitate proprietatea 
corpului de a se deforma ireversibil cînd eforturile unitare produse 
sub acțiunea unui sistem de forțe au atins limita de curgere, feno- 
menul mecanic analog este frecarea de lunecare. Un corp greu 
(fig. 3.34*) rezemat pe un plan rugos solicitat de o forță P de tracțiune 
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nu se pune în mișcare decît în momentul cînd forța P depăşeşte forța 
de frecare 7 = uG. 

____ Pe această analogie se bazează modelul lui de Saint-Venant, care 
ilustrează și diferența dintre limita superioară şi inferioară de curgere 
prin diferența dintre coeficienții de frecare, de lunecare la frecare 
statică şi dinamică (fig. 3.35%). 

Cu ajutorul modelelor mecanice expuse mai înainte se pot imagina 
scheme, pentru un corp oarecare, care să corespundă destul de bine 
observației. 

Compunere: 1 efectelor a două sau mai multor modele mecanice într-o 
schemă se poate tace considerînd că în fiecare din ele iau naștere aceleași 
eforturi interioare : legarea în serie (fig. 3.36%); sau considerarea că 
conlucrarea celor două modele are ca efect producerea acelorași 
deformaţii în fiecare din ele : legarea lor în paralel (fig. 3.37%). i 

Pe baza celor expuse pînă aici, se poate face un tabel general al 
corpurilor potrivit comportării lor sub acțiunea forțelor: 


| Lichide | Solide 
m m = e i E ee ac ai 
| Curgere | | 
L Ma = pei | asti Absolut 
7 astic slastice igi 
Ideală | Viscoasă | | | rigla 
Pasca | Newt | Sai t | | 
Denumirea corpului za PR je mi | Hooke | Euclid 
lian | nian | Venant | | 
so e PER A SE m RER | Se etil =, | i | 
| | ip | T 
Simbol | | N | | Ha |] 
Aad | | | 
P PE asa Ee zie ne 
i 59 | | 
Constanta specitică 0 4 r | Sg | E — x 


E este modulul de elasticitate longitudinal; 
n. — coeficientul de viscozitate cinematică ; 
o. — limita de curgere. 


3.8. RUPEREA FRAGILĂ (CASANTĂ). OBOSEALA 


Ruperea este separarea unui corp solicitat în două sau mai multe 
părți. Modul de rupere este influențat de natura materialului, forma 
corpului, sistemul de forțe și modul lui de aplicare, de condiţiile de 


* După Reiner. 


temperatură. Ruperea este clasificată în două mari categorii: fragilă 
(casantă) și ductilă. 

Ruperea fragilă se datorește rapidei propagări a unei fisuri în absen- 
ta sau. la valori reduse ale deformaţiei plastice. În materialele 
cristaline se produce de-a lungul pla anelor de clivaj ; după separare, 
suprafeţele de rupere la materialele pelicrissallna au ayee grăunțos 
deoarece planurile de clivaj diferă de la cristal la cristal. Uneori însă 
ruperea se poate produce pe o suprafață care trece sprit pa grăunții 
cristalini ; ruperea se produce în acest caz datorită componentei nor- 
male maxime — de întindere — a materialului. 

Ruperea ductilă apare după producerea unor deformaţii plast 
apreciabile și se datoreşte propagării continue într-un timp mai în 
lungat a fisurilor. O suprafață de rupere ductilă are un aspect deosel 
de cea casantă prin aspectul mai fibros. 

Modul de rupere nu este determinat exclusiv de natura mate- 
rialului ; materiale care de obicei au o rupere ductilă, prezintă rupere 
casantă în prezența concentratorilor de eforturi (modificări bruște 
ale secțiunii, crestături etc.), la temperaturi scăzute sau solicitate 
prin Şoc. 

Încercările de a determina prin calcul forțele care produc ruperea 
pornind de la forțele de coeziune s-au dovedit infructuoase ; folosind 
modele simple de structură şi ţinînd seama de forțele interatomice, 
precum și de energia de suprafață, se obțin prin calcul pentru forțele 
care ar trebui să producă ruperea, valori de zeci sau sute de ori mai 
mari decît cele care sînt determinate real prin încercări. Aceasta se 
datorește atît complexității structurilor reale, cît mai ales impertec- 
țiilor din structura lor, comparată cu cea a modelului lor teoretic. 

Valorile determinate experimental se apropie de cele determinate 
teoretic la materialele realizate în condiții tehnice deosebite pentru 
a obţine o structură cît mai perfectă. Fi bre foarte subțiri de sticlă, 
filamente metalice supuse întinderii se rup la forțe apropiate, ca 
valoare de cele teoretice. Dar și în acest caz, chiar contactul cu alte 
materiale sau influența atmosferei reduc repede valorile reale, ca 
urmare a atacului pe care acesta îl exercită asupra suprafeței exte- 
rioare ; aceasta dovedeşte influența stării suprafeței asupra capaci- 
tății de rezistență ; fisuri cât de mici o slăbese considerabil. 


Ruperea casantă are loc în absența detormaţiilor plastice la mate- 
rialele amorfe cum sînt: sticla, unii polimeri etc., în momentul atin- 
gerii unei valori a efortului unitar care de regulă nu poate fi prezis. 
Ruperea fragilă la materialele policristaline este precedată de mici 
deformații plastice. 

Pentru materialele casante o explicaţie a discrepanţei dintre rezis- 
tența teoretică şi cea reală a fost dată de Griffith care presupune 
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că într-o bandă dintr-un asemenea material sînt numeroase fisuri 
de forma unor elipse foarte turtite (fig. 3.38) la marginea cărora 
sub acțiunea unei stări uniaxiale de eforturi se produce o concen- 
trare de eforturi ; efortul maxim o, are valoarea aproximativă 


c 
Omn © 26 y: F 
e 


unde o este efortul unitar mediu perpen- 
dicular pe direcția fisurilor, c este semiaxa 
mare a elipsei, p raza de curbură la ex- 
tremitatea axei mari a elipsei; în cazul 
elipselor turtite p este foarte mic, ceea ce 
face ca la valori reduse pentru efortul unitar 
o, efortul unitar maxim o, să ajungă la 
valoarea efortului de coeziune; fisura se 
extinde. 

Calculînd cantitatea cu care energia 
elastică descreşte (pentru o grosime egală 
cu unitatea) în momentul formării fisurii 
eliptice 


precum şi energia formată prin apariția tensiunii superficiale S (tot 
pentru unitatea de grosime) 


V, = 4c$, 


Griffith ajunge la concluzia că propagarea fisurii se face pentru un 
minim al energiei totale W = W, + W, în raport cu semiaxa c, ceea 
ce conduce la valoarea efortului unitar mediu 


s= y = 


care constituie criteriul de rupere. 

Această teorie stabilită pentru întindere simplă poate fi extinsă 
la cazul stării plane de eforturi socotind fisurile iniţiale distribuite 
la întîmplare și admițînd că fisurile se propagă provocând ruperea 
cînd valoarea efortului la marginea fisurii este aceea care produce 
propagarea fisurii și cazul stării de întindere simplă. 


80 


În acest caz, criteriul de rupere în funcție de eforturile princi- 
pale o, și o, care pot fi de întindere dar și de compresiune, devine: 


GNV, E dacă 30, + oa > 0 


(01 — os)? + S(o. + 64) yo =0 dacă 30o, + oa < 0 


TC 


cu condiția o, > Gz. 

Reprezentarea grafică a acestor condiții (fig. 3.39) într-un sistem 
de referință în care pe cele două axe se reprezintă valorile c} respectiv 
o, conduce la conturul ABCDE. Conform teoriei, ruperea nu se pro- 
duce pentru combinaţiile de eforturi principale reprezentate prin 
puncte situate în zona hașurată. 

În diagramă iese în evidență faptul că în cazul compresiunii 
simple efortul unitar mediu care produce ruperea este de 8 ori mai 
mare decît cel care produce ruperea la întindere, fapt verificat la 
sticlă. 

Ruperea casantă la materialele cristaline se deosebește de cea 
a materialelor amorfe prin aceea că în apropiere de suprafața de 
rupere apar deformaţii plastice. În acest caz, trebuie luate în consi- 
derare nu numai energia necesară producerii tensiunilor superficiale 
la fisuri, ci şi cea necesară producerii deformațiilor plastice în apro- 
pierea fisurii. În cazul că deformaţiile plastice se concentrează într-o 
zonă. restrînsă, de grosime mică în raport cu lungimea fisurii, notînd 
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cu P lucrul mecanic al forțelor pentru formarea deformației plastice, 
la colțul fisuri, criteriul de rupere devine 


Aplicînd această expresie materialelor care se rup casant, însă 
prezintă o oarecare ductilitate, rezultă că lungimea critică a fisurilor 
este de ordinul milimetrilor, spre deosebire de materialele amorfe 
la care ruperea casantă este produsă de fisuri de ordinul micronilor. 

Ruperea ductilă apare după deformaţii plastice apreciabile. La 
epruvete din materiale utilizate curent în practica inginerească (oţelul 
în special) ruperea ductilă se produce după parcurgerea a trei stagii 
distincte : 1) epruveta începe să se gîtuie, iar în zona gîtuirii se nasc 
cavități în material; 2) cavitățile se contopesc formînd fisuri în zona 
centrală care se îndreaptă spre exterior după o direcție perpendi- 
culară pe direcția efortului; 3) fisurile în apropierea suprafeţei late- 
rale se îndreaptă după o direcție de 45° față de axa epruvetei care 
se rupe. Ruperea poartă numele de rupere cupă și con. 

Din momentul inițierii gîtuirii nici efortul unitar nici deforma- 
țiile în bară nu mai sînt uniforme. Ia naștere o stare tridimensională 
de eforturi, iar lungirile se concentrează în această zonă. 

La temperaturi scăzute şi sub șocuri, ruperea casantă apare în 
materialele cu structură cristalină dacă o dată cu scăderea tempe- 
raturii sau cu creşterea vitezei de încărcare se ridică limita de curgere. 
De asemenea, ruperea casantă poate apărea în cazul că proba pre- 
zintă crestături care introduc concentrări de eforturi, cum sînt cele 
pentru proba de reziliență. Cînd se aplică o forță în regiunea crestă- 
turii, starea de eforturi este triaxială, lunecările şi deformaţiile plas- 
tice care necesită eforturi tangențiale sînt împiedicate; materialele 
nu prezintă fenomenul de curgere, ceea ce favorizează apariția ruperii 
casante. 

Este bine cunoscut că sub acțiunea unor forțe variind ciclic un 
timp îndelungat, un material nu poate rezista la aceleași eforturi 
la care ar rezista dacă ar fi solicitat static. Limita de curgere, rezis- 
tența de rupere sînt măsuri ale capacității de rezistență a unui mate- 
rial numai la sarcini statice. La încercările la oboseală, în special 
pentru ciclul alternant simetric, realizat pentru încovoiere prin solici- 
tarea unei epruvete care se roteşte astfel încît la o rotație completă, 
orice punct de pe circumferință trece de la starea de întindere la 
cea de compresiune (fig. 3.40), efortul unitar ia toate valorile. Efec- 
tuînd rotirile cu o viteză unghiulară mare se ajunge la valori mari 
ale numărului de cicluri într-un timp relativ scurt; încercarea are 
loc pînă la distrugerea epruvetei. Încercările se fac pentru valori 


descrescînde ale efortului unitar maxim pînă se ajunge la acea valoare 
sub care ruperea prin oboseală nu mai apare. Această valoare poartă 
numele de rezistență la oboseală sau limita de anduranţă, preci- 
zîndu-se felul solicitării (întindere, încovoiere etc.) și felul ciclului 
(alternant simetric, pulsator etc.). 
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Reprezentarea grafică a încercărilor se face de regulă într-un 
sistem semilogaritmic prin puncte avînd în ordonată valoarea efor- 
tului unitar maxim, iar în abscisă logaritmul numărului de cicluri 
ja care s-a produs ruperea sub efortul respectiv. 

La oţeluri pentru determinarea rezistenței la oboseală sînt necesare 
încercări care să solicite epruveta la ~ 106 cicluri; o epruvetă care 
a rezistat la acest număr poate fi socotită că rezistă la un număr 
infinit de cicluri (>> 105). La materialele neferoase, aluminiul de 
exemplu, nu se poate defini o asemenea rezistență la oboseală ; cînd 
numărul ciclurilor creşte continuu, efortul unitar care produce 
ruperea scade, însă înclinarea tangentei scade şi ea (fig. 3.41). 

Sînt mulţi factorii care influențează rezistența la oboseală. Merită 
în mod deosebit a fi remarcată existența concentrărilor de eforturi, 
starea suprafeței și condițiile de mediu. Schimbările de secțiune, 
găurile produc concentrări de eforturi în apropierea cărora se amor- 
scază ruperea. Suprafețele neprelucrate care au inițial mici fisuri 
produc o scădere a rezistenței la oboseală ; aceasta crește dacă supra- 
fața este prelucrată chimic sau mecanic. 


Mediul coroziv micșorează rezistența la oboseală la elementele 
neprotejate. Dacă se aplică o solicitare statică permanentă pentru 
plese supuse la un ciclu alternant de întindere — compresiune, 
rezistența la oboseală se modifică ; scade dacă solicitarea permanentă 
este de întindere și crește dacă este de compresiune. 
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ECUAȚIILE TEORIEI ELASTICITĂȚII ȘI ALE TEORIEI 
PLĂCILOR PLANE SUBȚIRI 


4.1. LEGILE DE BAZĂ ALE ELASTICITĂȚII LINIARE 


Adoptînd ca model materialele cristaline, care prezintă deformații 
mici în domeniul elastic, s-a adoptat ca ipoteză de bază a teoriei 
elasticității cu caracter de lege fizică, elasticitatea perfectă a mate- 
rialelor*, ipoteză care implică două proprietăți distincte: reversibi- 
litatea deformației și liniaritatea relațiilor dintre deformaţiile specifice 
şi eforturile unitare (legea lui Hooke) ; acestea din urmă au expresia 
cea mai simplă în cazul stării liniare de eforturi (întindere sau com- 
presiune), şi anume : 


g= Be, (4.1) 


În starea de eforturi tridimensională, legea lui Hooke poate fi 
exprimată fie deducînd deformaţiile specifice în funcție de eforturile 
unitare : 


l > l 
e = ilo Ilo t o] Id; 

] pP 1 Li 
RA E [o, — v(o, + 6,)]; ya = G Tys; (4.2) 
4 rE 7 

DAR ae | 
2, = E [o, Si (6, air 9) ] , P = G Tax, 

J za 7 


* Evident, această ipoteză este completată de ipotezele cunoscute: omogenitate, 
continnitate, izotropie. 
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he deducînd eforturile unitare în funcție de deformaţiile specifice : 


o = Ae + 2Ge,: Tay = Cyh 
0, = àe + 2Ge,; T Cre (4.3) 
o ze + 2Ge, ; Ta E Ga 


in care £ este modulul de elasticitate longitudinal, v constanta lui 
Poisson, A şi G coeficienții lui Lamé avînd valorile : 
[i vE b E 


A : ——; G = ——, (4.4) 


l (Il 2v) 2(1 + v) 


lar e = e, + ey + e, este deformația specifică a volumului. 
Deformația specifică a unui volum elementar solicitat de o stare 

omogenă de eforturi caracterizată prin componentele o,, Oy, C, Tey, 

Tys Ta este dată de relația: a „0 


j j 04 Oy Oz y 

E = e ep + e, = (| — 2y 

„+a, E (1 — 2y) 

sau notînd 
= g G e) 
| 2v 

E = 0. 4 5) 
E (2a) 


__ Prin această relație se definește modulul de deformatie volumică 
K socotind un corp supus unei presiuni hidrostatice uniforme : 


0, = 0; = 0 = — $. 


N otînd 


K 
rezultă pentru K valoarea 
= E 
K = ——. 4.6 
.D 
3(1 — 2y) Li 
Detormaţia unui volum poate fi descompusă în două componente : 
cea care produce modificarea volumului păstrind însă forma si cea 
care produce schimbarea formei păstrindu-i însă volumul. 
O stare uniformă de eforturi produsă de efortul unitar mediu: 
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produce o deformație volumică egală în valoare cu cea produsă de 
starea de eforturi dată. La un paralelipiped dreptunghi, acționat 


de starea de eforturi uniformă, și după deformație laturile păstreaz: 
rapoartele inițiale dinainte de deformare, toate lungindu-se în același 
raport : 


(1 + eo) = 1+*(1 — 2) 


E 


deci forma se păstrează. 

Deviatorul eforturilor D, păstrează însă volumul moditicînd 
forma: paralelipipedul dreptunghi se transformă într-unul oblic 
avînd toate fețele paralelograme*. Evident, această observație este 
valabilă în cazul stării omogene de eforturi și numai pentru corpurile 
izotrope. Așa cum s-a văzut (v. $ 2.4) deviatorul eforturilor constituie 
o stare de forfecare pură; ea produce numai distorsiunea corpului. 

Energia potențială de detormație specifică (raportată la unitatea 
de volum) este: 


M 

ì 

Ă 

| 

) 

> 

] 

= 
aa 


w, = GE F aey "+ G 


l 
o L 


Ea poate fi exprimată fie numai în funcție de componentele efor- 
tului unitar : 


i. oz 2 2 v 
u lor + 03 oz) (6,6, + 0,6, 6,60) — 
2E i i 
1 pt 2 2 (4.8) 
sai Di cp (aay | Tys T Tar) (4.5) 
2G 
fie numai în funcție de componentele deformației specifice 
A TE. 2 2 G 1 2 2 
w ie + Gle: H os gS le a (rs H yst Y aa (4.9) 


Această expresie arată că energia de deformație este totdeauna 
pozitivă. 

Energia potențială de deformație poate fi de asemenea descompusă 
în două părți corespunzînd deformației uniforme w, (modificarea 


* Cu excepția cazului cînd direcțiile laturilor coincid cu cele ale eforturilor princi 
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pale 


volumului cu păstrarea formei) şi distorsiunei ws (modificarea formei 
cu păstrarea volumului), avînd valorile : 


p i 3 TEN 303 c NT (ox + Oy -+ 6)? l 
w, = Z Coto = 22 (1 — 2) w (1 — 2); (4.10) 
| ` 
a zale aaa ET [(6, — 0)? + (oy — 6)? + (6, — 0,)2] 4 
e dl 2 9 4 2 
le 2G (ty T r T Taz): (4.11) 


Continuitatea corpului după deformare se exprimă prin ecuații 
de compatibilitate matematică : prin derivarea relațiilor dintre defor- 
mații și deplasări se obține: 


0 ez Fu , Pey _ Ou , ey Qu 
gy? ðxðy?” 02 0x02! 0 ðx2ðy * 
Pey __ 0% 020, _ Ow e, w 
ðz?  Oy0z2 ðr?  ðx?ðz” ðy ðy?ðz 
A | (4.12) 
Pray __ Fu , Gw . m _ v Fa 
ðxðy ðxðy?  ðx?ðy” ðyðz ðyðz Oy202 * 
poe Fu , Pw 


ðxðz 0x02? 0202 i 


Ținînd seama că valoarea derivatelor nu depinde de ordinea în 
care s-a făcut derivarea, se obțin următoarele expresii : 


Oe Ea 02ey TN OY gy 
Oy Qa2 0x0y 
J?e j ĝe, ora 
Pay. ir a (4.13) 
922 Oy? 0yOz 
Oey Pi Oe, Gar 
ð | ðe 020% 
9 Oey > 0 ka OY xz Z] 
ðyðz Ox ðz ðy O 
o 02ey O [ðYyz ð OY xa 
2 ai =. a | 2: Yyx OYxz (4. 14) 
xôz ðy | ðx Oz Oy 


o 0?e, ð | Orar y OYzy ar ai E 
Oy ðx ðz |) 
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Aceste 6 condiții sînt condițiile de compatibilitate exprimate 
în funcție de deformații. 

Folosind relațiile dintre eforturi și deformații (legea lui Hooke 
generalizată), precum și ecuaţiile diferențiale de echilibru, în absența 
forțelor masice, sau cînd acestea sînt constante, condițiile de compa- 
tibilitate pot fi exprimate în funcție de eforturile unitare, după cum 
urmează : 


020 020 
1 + v) Ac, += =0; | 4 yÅ teemana 
(1 + y) Ao aa ; ( V) Arya A a 
(+ Ag, +% =0; (1+5) Ata +20; (415) 
Oy? 0x02 
(ia ti; UFA 2o 0; 
a ðxðy 


unde cu A s-a notat laplacianul : 


w G pma p 405 
s5 0x? E: 0y? | a2 


iar cu 0 invariantul prim al eforturilor unitare: 


0 = o F o t o 

Rezultă că pe lîngă ecuațiile de echilibru (2.28) şi condițiile pe 
contur (2.30) eforturile unitare trebuie să verifice şi condițiile de 
compatibilitate (4.15). Sistemul de ecuații astfel obținut este în general 
suficient pentru determinarea fără ambiguitate a eforturilor unitare. 
În acest sens, teorema lui Kirchhoff bazată pe faptul că eforturile 
unitare dispar cînd se îndepărtează forțele exterioare, demonstrează 
că soluția astfel obținută este unică. 

În cazul stării plane de eforturi condițiile care trebuie satisfăcute 
de eforturile unitare sînt simplificate. În absența forțelor masice, 
ecuațiile de echilibru (2.29) şi condițiile pe contur (2.31) sînt: 
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Relația dintre eforturile unitare și deformaţiile specifice (legea lui 


Hooke) se exprimă sub una din următoarele forme : 


| 
i 


E, = E (6, a? YOy) 
(4.16) 
1 
Ey = — (6, vG,) 
E 
sau 
E 
r C aA, 
I— y? z 
: (4.17) 
Ls 
DSS e - (6, | ve.) 
| b ig 
iar condiția de compatibilitate ia una din expresiile : 
OY gy a atu 
= i (4.18) 
dxoy 


+i 


(condiția de compatibilitate în funcție de deformații) sau 


(condiția de compatibilitate în funcție de eforturile unitare). 


4.2. FUNCȚIA DE TENSIUNE. FUNCȚIA DE DEPLASĂRI 


Soluționarea problemei determinării eforturilor și a deformațiilor 
unui corp solicitat de forțe exterioare se face de regulă cu ajutorul 
unor funcții din care prin derivări se obțin fie eforturile unitare, fie 
deformaţiile. 

In cazul stării mm de eforturi, se caută de regulă o funcție de 
tensiune Ọ, denumită funcția lui Airy, din care se obțin, prin deri- 
vare, valorile eforturilor unitare : 


ko Y o 
ca în ee E (4.19) 
ðy? i 02 i 0x0y 
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De asemenea, eforturile 
contur (2.31). 

Înlocuind în condiţiile pe contur, valorile 
rilor unitare cu cele din (4.19), se obține: 


— 
=> 


Evident, condiția de compatibilitate (4.18) trebuie să fie 
făcută de aceste eforturi; exprimîndu-le ca mai i 
condiția de compatibilitate pentru funcția de 


A 02 |, Pb D) 
AAD = E +5 
Out Oy2 ]! ĝa? 
aO cun SE E i 
da 04209? 0y* l 


Pb PP i 

a ea pe ce FR 

Oy? ðxðy 

00 o E 
m — — l =Y. 

x? 0x0y 


Valoarea și variația pe contur a funcţiei de tensiune poate fi sta- 
bilită integrînd aceste expresii pe contur ; ținînd 


L = cos (n, 3) = — şi 
i ds 
dx 
m = COS (A, y) = = — 
Și ds 


înlocuind în condițiile de mai înainte se obține: 


= O dy — ËO dx d 10b 

ae E RR IER 
0y? ds ðxðy ds ds i ðy lj 

T o da | DD dy d 00) 
öx? ds 0x0y ds j ds | Oz 


grînd aceste expresii de-a lungul arcului OS (fig 


S S 


( X ds = E [= e iai ( Fis Db 
0 


dy 1 Oy] gx 
0 0 


tensiune : 


unitare trebuie să satisfacă condițiile 


componentelor efortu- 


seama că: 


4.1) se obține : 


. BD 00 e FE Fi ify À 
Derivatele 92 și % din expresiile (4.21) sînt determinate pentru 

Oy * Ox 
punctul S. La contururile simplu conexe, valorile derivatelor în punc- 


tul O nu influențează valorile eforturilor unitare dispărînd prin deri- 


Fig. 4.1 


> 


vare. De aceea ele pot fi socotite nule și expresiile (4.21) se pot scrie 
sub forma : 


Mărimile 7, şi T, se calculează analog forței tăietoare : suma pro- 
iecțiilor tuturor forțelor aplicate pe contur (forțe exterioare) de la 
punctul O pînă la punctul S în care se calculează derivata funcției 
de tensiune. 

Trecînd mai departe pentru a determina expresia funcției de ten- 
siune se determină diferenţiala ei totală: 

OD 00 


dð = — dx + 


— dy. 
0x n 


Funcția de tensiune P se obține prin integrares 
s 


o = | (Td — 7, ax) (4.23) 


ot 


92 


care se efectuează prin părți, obținîndu-se 


S 


= [Ty — T,xlo — | (vaT; — xd7,) 


o 


în care se înlocuiesc valorile componentelor forței tăietoare T și a 
derivatei în funcție de forțele pe contur, obținîndu-se : 


S 
b | Xy, — y) ds — | Y (4, — x) ds. (4.24) 
0 0 


Această expresie are valoarea momentului încovoietor al forțe- 
lor exterioare de pe conturul OS față de punctul S: el poate fi notat 
M şi relația devine : 

M =D, 

În cazul stării spațiale, tridimensionale, de eforturi, se poate 
apela tot la funcții de tensiune sau de deplasări. Una dintre funcțiile 
aplicabile, este funcția vectorială de deplasări a lui Galerkin. Notînd 
deplasarea sub formă vectorială cu 

p = tu + jv + kw 


iar funcția vectorială cu F 
F=iX 419 4 kZ. 
Deplasarea poate fi exprimată prin relația* 
2Gp = [2(1 — v) A — y div] F (4.25) 


cu condiția ca 


+ Reamintim că y este operatorul diferențial „nabla” (uneori denumit „,del”) 
definit prin relația : 


5 [i ð r ; ð i 
D= |1 — + Í +k]? 
y Ox i 0y Qz | 


iar prin „div” se notează divergența unui vector definită prin relația 


5e ðA ðA QA 
div 4 = pp. 


Ox Oy Oz 
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în care K este forța masică; evident, în cazul că forța masică este 


nulă : 
AAF = 0. (4.27) 
Eforturile unitare se obțin prin derivare: 
(AX ja 
AET E SOS [vA — Z) div F 
Ox 0? 
(AY i. 
6, = 2( pp T [vA = | div F 
i Oy | Oy2 
A )(AZ )2 = 
6, = 2(1 — y) LRS [vA D | dix i 
z ðe ! Qz2 
9 = (1 + y) A div F (4.28) 
X JAY z aA 
eT, EE a. ) div F 
i | Oy ðx 0x0y 
[ OAY Z n FR 
ue E (A v) IE pc div 
dz Oy J 0y0z 
OAZ AX) g2 = 
see et [| me fl alee |— —— div F 
Ox ðz | 0z0x 


Avantajul funcției vectoriale a lui Galerkin constă în faptul că 
cele 3 componente ale sale după direcțiile Ox, Oy şi Oz sînt indepen- 
dente între ele; notîndu-le cu F, F, şi F, expresia (4.27) devine: 

AAF = AAF, = AA, = 0. (4.29) 

Un caz particular al stării tridimensionale este cel al torsiunii 
barelor cilindrice (fig. 4.2), problemă rezolvată de Barre de St. Venant 
prin metoda semiinversă denumită astfel pentru că consideră de la 
început cunoscute unele eforturi unitare, și anume: 

Oy = Oy == G, = Tyy == Toy = 0. 

Problema se rezolvă determinînd o funcție de tensiune Ọ* care 

să satisfacă ecuația lui Poisson 

AD = — 2G9, (4.30) 
în care cu 0 s-a notat rotirea specifică a secțiunii, şi să fie constantă 
pe conturul secțiunii (sau pe contururi în cazul domeniilor multiplu 


* Funcție introdusă prima dată de Prandtl care a imaginat și analogia care îi poartă 
numele, 
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onexe (fig. 4.3); de oy constanta se consideră nulă pentru con- 
turul exterior c, deci 


e. 


(0) == 0; (0), = Ci. (4.31) 
Pe fiecare contur interior este îndeplinită condiția : 
op 3 
— ds = — 2G04,; 4.32 
$, dn : ( ) 


; s-a notat aria închisă de conturul c, 
O dată determinată funcția, componentele efortului unitar tan- 
gențial se determină prin derivare: 


în care cu A, 


= ei (4.33) 


Momentul de torsiune este dublul volumului închis de suprafața 
descrisă de funcția de tensiune și de suprafața secțiunii. 


M, =9V0 =2 2 (| © dx dy. (4.34) 
VJA 


Reprezentînd funcția de tensiune ca o suprafață, efortul unitar 


tange nțial int tr-un punct are ca direcție tangenta la curba de nivel 
în punctul respectiv, iar ca intensitate înclir sarea liniei de cea mai 
mare pantă în acel punct. 

O altă soluție se referă la eforturile unitare ii e datorite 
>, (fig. 4.4). 


încovoierii barei drepte solicitate de o forță tăietoare 7 
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Componentele eforturilor unitare tangențiale în acest caz pot fi deduse 
dintr-o funcție de tensiune O = Ọ (x, y) care trebuie să verifice ecuația 
de tip Laplace 


g g 


Ox? 0y? 


AO = 


= 0 (4.35 a) 


iar într-un punct pe contur să aibă valoarea : 


(0), = Fe | a dy Ei a a ae DE pi Ati pă contur) (4.35 b) 


Fyd Ê 2 ty ah 


în care cu 1, s-a notat momentul de inerție al secțiunii față de axa 
principală de inerție perpendiculară pe direcția forței tăietoare. 
Componentele efortului unitar tangențial vor fi: 


(4.36) 


oË 90 P vy? 
Tr R -— |x > ) 
z Oy 219 l-+w 


4.3. ECUAȚIA PLĂCILOR PLANE SUBȚIRI 


Plăci plane subțiri sînt considerate construcțiile definite printr-o 
suprafață mediană plană avînd grosimea (măsurată perpendicular 
pe suprafața mediană) mică în raport cu dimensiunile în planul supra- 
feței mediane. Deformaţiile sînt mici; prin deformare, dreptele per- 
pendiculare pe suprafața mediană înainte de deformare rămîn drepte 
şi perpendiculare pe suprafața mediană și după deformare. 


Din fig. 4.5 reiese (rezultatele se extind şi asupra unui plan paralel 
cu Oy perpendicular pe planul xOy) că: 


Jw Ow t 
0 = tg 0 ==; p=; 4.37) 

x > x ôx ? dy ( 

de asemenea, că: 
T pla mea pala (4.38) 
Qx 0y 
Deformaţiile specifice (calculate în punctul Q) sînt: 
ĝu gw 02w 0? w z 

g z—; = — ł—; = = 4.39 
” og i ga ; Oy? a 0x+0y ( 
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Exprimînd eforturile unitare în funcție de detormaţii (legea iui 
Hooke aplicată în cazul stării plane) 


E ; DA 
p E sa a a e 


Fig. 4.5 Fig. 4.6 


Inlocuind în (4.40) valorile din expresiile (4.39) se obține: 


Ez  |02w ' gw Ez Fw 021 
G, ai T m |; 6 = — |- + v- 
1 — v? | gx? gy? A 1 — x? |y? Ga 
s Gw Ez w 
E e et ai Den (4.41) 
0x y 1 + v ðxðy 


Reducînd eforturile din secțiune la momentele încovoietoare M, 
și M, momentul de torsiune M,, ṣi forțele tăietoare T,, T, acționînd 
toate pe unitatea de lungime de placă (fig. 4.6), se obține : 


Fw Jw) Jw 2w 
N A Dh Ey al Ma = p Ea 
x2 Oy? i 0y? x? 
02w A gw w | 
ÎNVĂ aq E M, = (1 — yD T, = — D |— + = 4.42 
i a ( ) 0 ðy d 0? 0x0y2 | ( 
T a = | w 
8y? 0+20y 
7 — Probleme moderne ale rezistenței materialelor 97 


In aceste expresii s-a notat cu D rigiditatea plăcii: 


D = E (4.43) 


Intre eforturile secționale M,, My, Ma, Ia, T, si încărcarea p 


p (x, y) sînt următoarele relații diferențiale : 
Dig OT 
- H — p(x, y) 
Ox oy 3 


ðM; , ðMyx 


— p = T, (4.44) 
gx Oy : 

OM OM xy x JE 

Oy JX p 


Hliminînd în prima ecuație pe T, şi T,, se obține expresia: 


Me o Myry i My | 5 
Ge. aieia pal = — $ [g y). (4.45) 
Ox? 0x0y Oy2 py \ 


inlocuind în a doua ecuație (4.44) valorile din ecuațiile (4.42), 
se obține : 


D Ed , A di 9 ( a i Qw =T 
Ox 0y2) Oy 0x 0y i 
me Fw ) J 4 
T, = L sa A: (Aw) 
ðxðy?! Ox 
deci 
PE : Zi zau) y 
T, = — D=(4Aw); T= =DE Aw. (4.46) 
Ox i Oy 3 


Inlocuind valorile din (4.46) în prima ecuație (4.44) se obține: 


tw r Jtw Fiw x, y) 
MAp = 8 p E a, (4.47) 
Oxi 0x? 0y? Oy: D 


Această ecuație, denumită ecuația generală a plăcii plane subțiri, 
poate fi pusă şi sub altă formă: 


102 0219 A 
M, + M, = — (1+9) D | + 3 = — (1 + v) DAw; 
x? Oy? i 
notînd : 
j) t My 
MaM (4.48) 
lI+v 
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ecuația devine : 
M = — DAw. 


Folosind această relație, ecuația generală a plăcii (4.47) scrisă 
311} f g- 
sub forma : 


0? 02 
DAMA = |— + —] (DAw) = p 
gx? 0y2 

poate fi desfăcută în două ecuații diferențiale de tip Poisson: 
02M 02M . 02w Qw M i 
Pap pie. (4.49) 


ox? Oy? 0x? Oy? D 


Condiţiile de margine sînt determinate de modul de rezemare. 
În lungul unei margini simplu rezemate (de exemplu o margine 
rectilinie normală pe 0x) (fig. 4.7) 
- j ow = 
w=—0; M,—0 sau —=0. (4.50) 


x2 


În lungul unei margini libere orientate ca în fig. 4.7: 


022 ) 2 
M, = 0 sau | = =0 
x Qy? 
ȘI 
f Jw Pw 
R,=0 sau = + (2 — y — = 0 
Oy: 0x02 


(R, este reacţiunea pe această latură). 


Fig. 4.7 


Examinarea sumară a acestor probleme arată că ele pot fi rezol- 
vate dacă se găsește în fiecare caz în parte o funcție, de tensiune sau 
de deformațţie, care trebuie să satisfacă o ecuaţie diferențială și anumite 
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ndiții pe contur. Ecuațiile diferențiale sînt de regulă ecuaţii de tip 
Poisson, socotind ecuaţia de tip Laplace ca un caz particular al acesteia, 
sau ecuaţii biarmonice. Din punct de vedere matematic problema este 
o problemă de condiții pe contur. 


ÅA 


REZOLVAREA DIRECTĂ A ECI AȚIILOR DE CONDIŢII PE CONTUR 


Sînt numeroase funcții: polinoame, funcții trigonometrice 
lare şi hiperbolice, funcţii Bessel etc. care constituie solutii ale 
țiilor diferențiale pe care trebuie să le satisfacă funcțiile de t 
Cunoaşterea acestor soluții, clasificarea lor într-un catalos 
carea lor constituie o primă cale pentru rezolvarea problen 


Multe probleme pot fi riguros rezolvate, 
maţie acceptabil, datorită liniarității ecuaţ 


niare (c 
rm teoremei lui 


ticități i 


bili aleși) ale unor soluții simple. Con 


> 


noii cu privire la unicitatea soluției teoriei 


numeroasele soluții ale unei ecuaţii difere 
propiată, soluția care satisface rig 
riguros sau cît mai aproape coni 

În legătură cu condiţiile pe contur, cînd 


are, calculul este oarecum 
le Saint-Venant care, pentru si 


ilita 
eme de 


il 
j 
T 


orte 


admite aceeași distribuție de eforturi în zone suficient de « p: 
de cele de aplicare ale forțelor. 


1 


In cazul stării plane de tensiune, funcția de tensiune Ọ = (x. 
care trebuie să verifice ecuația diferențială : 


admite ca soluții simple : 
D= x, x, 28, y, y2, y3, XY, XY, xy, xy, xy3, x2 — y2, xi yâ 
cos «x, ch ay, ch ax- cos ay, x cos ax-ch ay, x ch ax -cos ay 
y cos ax:ch ay, y ch ax-cos ay 
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n 


e E a 


p + xp, p + yy, o + (424+y2y (e şi V funcţii armonice plane) 
sau combinații liniare ale acestor soluții care verifică pe contur con- 


dițiile : 


A | PO da - 
aru 6 d MD SR 
02 ðs ðxðy ð 

ap [053 i 0? D Oy 7. 

0? ðs ðxðy ðs 


La torsiunea barelor prismatice funcția de tensiune O = 0 (x, y) 
trebuie să verifice ecuația diferențială (ecuație de tip Poisson) 


si condiţiile pe contur (0), = C; (G; 0 pentru conturul exterior) 


C; t 


precum şi: 


de regulă considerînd funcția de tensiune O 


a două funcţii: 


Funcţia F =F (x, y) verifică ecuația lui Poisson AF - 
avînd ca soluții simple : 


F = — G9, — GO, — — (x2 + y?) 


valori variabile, iar funcția y = V(x%, y) verifică 
Ay = 0 avînd ca soluții simple: 


` Aș a2 j2 -3 Q aray 
cos «x-ch ay, ch ax-cos ay, X — y3, x 3xy?, 


y3 — 3x; 


pe contur funcția V trebuie să aibă, cu semn schimbat, aceleaşi valori 

ca şi funcția F pentru a se obține: (4), + (F). =0 sau diferind 

printr-o constantă (pentru contururile interioare). 4 Y 

Eforturile tangențiale din încovoiere pot fi deduse dintr-o funcție 

de tensiune ® = P(x, y) care trebuie să verifice ecuaţia lui Laplace : 
Pp 00 


= — is = 0 
Ag 9a2 p ðy? 
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cu aceleași soluții simple ca cele de mai înainte, iar pe contur: 


Pr aR MPRE a g 
(0), = = \ = dy — k — +C (y = Yy, pe contur). 
ri AO 2(1 + v) 3I Ý pita 


În cazul plăcilor plane, deplasarea pe direcția perpendiculară la 
suprafața mediană w satisface ecuația diferențială : 


02 02 Fw 


Ahe =a ta aT SP 


0x? y? | ar? Oy? 
soluția poate fi pusă sub forma: 
w = Wo F wW 
în care Wọ este o integrală particulară a ecuației neomogene 


AAwy = kis 
D 
iar w, este soluția ecuației omogene biarmonice AAw, = 0 pentru 
care soluțiile sînt acelea aşi ca și în cazul stării plane de eforturi. 

Comportarea unor sisteme elastice, prezentată exemplificator 
mai înainte, este descrisă de ecuații studiate aprofundat de analiza 
matematică, în special în analiza funcției de potențial. Dacă prin- 
cipial problema este rezolvabilă, forma deseori complicată a dome- 
niului duce la expresii analitice compliant pentru condițiile pe contur, 
ceea ce se repercutează asupra calculului, făcînd dificilă găsirea unor 
soluții exacte. Aceasta face ca de multe ori să se renunțe la rigoare 
în rezolvare, mai ales în ce priveşte satisfacerea condițiilor pe contur. 

În cazul plăcilor plane, soluții exacte, relativ simple, au fost obți- 
nute pentru plăcile circulare în diferite cazuri de rezemare și încăr- 
care axial-simetrică. În construcții, sub forma cea mai răspîndită 
este placa dreptunghiulară sau poligonală avînd variate rezemări 
(încastrări, simple rezemări, pe contur sau punctuale) și încărcări. 
Metoda prezentată constă deci în a găsi o soluție particulară Wo ecua- 
ției neomogene care de obicei nu îndeplinește condiția pe contur și 
o soluție w, a ecuației omogene care, adunată cu wọ, pe contur îndepli- 
nește condițiile de deformare (săgeată, rotire, curbură) sau de efort 
(moment sau forță tăietoare). 

Numeroase soluții au fost găsite pe această bază; față de varie- 
tatea mare a cazurilor care apar în practica inginerului constructor, 
soluțiile exacte sînt însă foarte puține. 

Folosirea funcţiilor de variabilă complexă și a transformării con- 
forme a sporit numărul soluțiilor exacte care pot fi exprimate relativ 
simplu. De asemenea, pentru obținerea de soluţii directe, cu bune 
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rezultate, se aplică analiza armonică ; dezvoltarea funcțiilor de ten 
siune sau de deplasări în serii trigonometrice sau exprimarea lor 
n integrale Fourier s-au dovedit foarte fructuoase. Cu ajutorul 
lor au fost obținute soluții simple în problemele grinzilor pereți, plă- 


cilor plane de formă dreptunghiulară cu diferite încărcări și rezemări 


(inclusiv pe puncte, cazul planşeelor ciupercă) etc. 
Pentru determinarea coeficienţilor seriilor Fourier, problemă care 


devine laborioasă mai ales în cazurile seriilor nu prea rapid conver- 
gente, sînt folosite numeroase metode analitice, grafice și chiar instru- 


mente ; astfel este metoda lui Runge pentru determinarea aproxima- 
tivă pe cale analitică, metoda lui Meissner pentru determinarea pe 
cale grafică etc. 

La condiții pe contur mai variate sau în cazul contururilor a căror 
-xpresie analitică nu este foarte simplă, deşi sînt stabilite soluții sub 
formă de serii trigonometrice, folosirea lor în calculele practice ingi- 

nerești necesită un mare volum de muncă, prestat de personal cu 
pregătire superioară și care poate constitui, nu rareori, o dificultate. 


4.5. SOLUTII APROXIMATIVE ALE ECUAȚIILOR CU CONDIŢII DATE PE 
CONTUR DETERMINATE PRIN CALCUL VARIAȚIONAL 


Unele dificultăți pentru determinarea de soluții ale ecuațiilor dife- 
rențiale cu condiții pe contur pot fi ocolite adoptînd o altă cale de 
rezolvare care, deşi nu totdeauna este exprimată sub formă variaţio- 
nală, constituie de fapt o aplicare a calculului variațional la aceste 
probleme. Astfel, de pildă, se aplică principiul energiei potențiale 
de deformație sau al energiei complementare de deformație minime* ; 
în loc de a căuta soluția ecuației diferențiale care să îndeplinească 
anumite condiții pe contur, se caută o funcție care să satisfacă con- 
dițiile pe contur și să facă minimă energia potențială V sau energia 
complementară de defor mație V*. În acest caz, drept ecuaţie funda- 
mentală nu mai serveşte tacita diferențială, ci principiul general 
valabil în cazul echilibrului elastic al minimului energiei potenţiale 
de detformație. 

* Energia complementară de deformaţie V* este diferența dintre integrala produsului 
cde și energia potențială de deformație (fig. 4.8). Pentru materiale elastice ascultind de 
legea lui Hooke, energia complementară de deformaţie este egală cu energia potențială 
de deformație. Diferențele apar la relaţii neliniare între eforturi și deformații. 

Expresia energiei complementare de deformație specifică (pentru unitatea de 
volum), în cazul întinderii de exemplu, se obține prin integrarea diferenţialei 


dw* = edo. 
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Una din cele mai cunoscute metode este metoda folosită de Ritz 
și independent de Rayleigh. Ea se aplică în modul următor: funcția 
căutată este exprimată sub forma unei serii, cu coeficienți nedeter- 
minați, care satisface condițiile pe contur. Energia potențială de 

detformație (respectiv energia comple- 
pr mentară de deformație) este expri- 
mată pe baza acestei funcții, obținîndu-se 
o expresie cuprinzînd coeficienții nede- 
terminați. Pentru ca energia să fie mi- 
nimă, trebuie ca derivatele parțiale ale 
energiei de deformație în raport cu 
acești coeficienți să fie nule. 

Pentru a concretiza, luăm un exem- 
plu simplu, și anume cazul torsiunii 
barei prismatice; aşa cum s-a văzut, 
funcția de torsiune trebuie să verifice 
condițiile: AP = — 2G0; (0), = 0. 

Să presupunem o funcție Ọ cu coefi- 
cienți c; nedeterminați D= (x, y, c1, Ca...) 
care îndeplinește condiția de contur (0), = 0. 

Pentru o lungime de bară egală cu unitatea, energia potențială 
de deformație este 


Dacă se admite pentru funcția O o mică variație 30 (care se anu- 
lează pe contur) creşterea corespunzătoare a energiei potențiale va fi 


ST. TaD „ [902] a An 
SV = să 5$[[55) ag Fa | dy. 
A 


Acestei creşteri îi corespunde o creştere a momentului de torsiune 
egală cu dublul creşterii volumului închis de funcția de tensiune: 
SM; = 2 (| (50) da dy. 

A 


Lucrul mecanic produs de creșterea momentului de torsiune este 
produsul acestuia cu rotirea specifică 0 (fiind vorba de o lungime de 
bară egală cu unitatea); scriind egalitatea dintre creșterea crergiei 
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potențiale de deformaţie şi a lucrului mecanic produs de forțele exte 
rioare se obține: 


a (( Ț/O0bI2 102 a sl 
FU) + [e] — 4600]ax d 0. 


Funcția căutată este cea care anulează variația integralei: 


- _ (C302 , [002 
de if | 9] l p 


4 G0! dx dy. 
$ 


După efectuarea integralei cu valoarea aleasă a funcției Ọ se scriu 
condițiile de minim în raport cu coeficienții nedeterminați 


DE ayt A ni 


Oc, i Oca i 

Se obține astfel un sistem simultan de ecuaţii de gradul I în c; 
(deoarece energia potențială de deformaţție cuprinde numai termeni 
de gradul 2 în c;) care rezolvat duce la definirea funcției de tensiune. 

Precizia în rezolvarea problemei depinde nu rareori de numărul 
coeficienţilor nedeterminaţi luați în considerare. Deoarece numărul 
coeficienţilor mărește numărul ecuaţiilor care la sfîrşit trebuie rezol- 
vate şi deci volumul de muncă, se obișnuiește ca în calcul să se înceapă 
cu expresii care conțin un număr mic de coeficienți făcînd două-trei 
determinări şi studiind convergența rezultatelor. 

O metodă asemănătoare, cu domeniu de aplicare mai vast, este 
cea a lui Galerkin care nu presupune formularea principiului de minim 
al energiei potențiale de deformație. Ea constă în alegerea unei funcții 
de tensiune cu coeficienți nedeterminați care satisface condiţiile de 
| contur. Presupunînd variaţia funcției alese și minimizarea ei în funcție 
de coeficienții nedeterminaţi, se obține imediat un sistem de ecuații 
liniare avînd ca necunoscute coeficienții, ceea ce ușurează rezolvarea 
problemei. 

Principiul de bază al metodei este simplu; problema constă în 
rezolvarea unei ecuaţii diferențiale liniare, într-un domeniu dat R, 
| care trebuie să îndeplinească anumite condiții pe contur. 

Notăm ecuația diferențială L(®) =0 [ð = 0 (x, y)]. 
Funcția (x, y) poate fi aproximată cu o serie de forma: 


n 
p a E 007 0 oa dp 
P, (x, y) ENSA cd i% y) 
i=l 
; sînt nedeterminate) care satisface condițiile 
pe contur impuse soluției exacte a funcției Ọ. 


(în care constantele c; 
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De fapt, o serie cu un număr finit de termeni nu va verifica 
exact ecuația diferențială, deci 


L(0), = e,„(x, y) +0 în domeniul R. 


Funcția €, deci L(®)„ poate fi considerată ca o funcţie a erorilor; 
condiția care se pune este ca ea să fie minimă pentru ca funcția Ọ,(x, y) 
să poată fi considerată ca o aproximare satisfăcătoare a funcției 
P(x, y). 

O metodă de a găsi minimul, se bazează pe faptul că condiția 
de ortogonalitate 


| L(0), F(x, v) da dy =0 când n 3 


R 


este echivalentă cu condiția L(®) = 0. 
In acest caz, pentru determinarea coeficienţilor c; se obţine un 
sistem de n ecuaţii de felul celei de mai înainte. 
Pentru a concretiza ne referim tot la torsiunea barelor prismatice 
folosind funcția 
sri P 
i 2G0 
In acest caz, ecuaţia diferențială este Ay+2—0. 
Aproximînd funcția y cu seria: 
n 


TGF, (2,9) 


i 
1 


P(x, y) 


sistemul de ecuații se serie : 


[| (AY, + 2F, dx dy = 0 


| (Ay, + 2) F, d dy =0 


\\ (Ap, + 2) F, dx dy = 0. 


Metode asemănătoare şi procedee sînt numeroase. Amintim printre 
ele de metoda inversiunii a lui Biezeno şi Koch care limitează zariația 
coeficienţilor nedeterminați la anumite zone în care este împărțit 
domeniul studiat. De asemenea, în ce priveşte ecuația biarmonică 
este de relevat metoda lui Rafalson care porneşte de la faptul că 
problema determinării funcției de tensiune P sau a deformației « 
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| 


unei plăci plane în condițiile în care funcția ṣi gradientul ei pe contur 
sînt nule, exprimată sub forma : 


Jw 
DAw = p (x, y); pe contur: w =0; —=0 


ðn 
este echivalentă cu problema : 


(i [(DAw) — 2pw] dx dy = minim. 


A 


Aceste metode au reuşit să sporească numărul problemelor rezol- 
vate şi să dea posibilitatea rezolvării mai lesnicioase a unor probleme 
care şi-au găsit soluții şi prin alte metode. Astfel, la domeniile cu 
contur dreptunghiular (plăci plane subţiri, bara solicitată la tor- 
siune) soluţiile se obțin mai ușor cu ajutorul metodelor variaționale 
decît prin serii trigonometrice. Totuși, aplicarea acestor metode este 
limitată la domenii al căror contur poate fi descris analitic prin expre- 
sii relativ simple. Contururile domeniilor întîlnite însă adesea în prac- 
tica inginerească pot numai cu greutate să fie exprimate analitic, 
ceea ce face dificilă, dacă nu împiedică, aplicarea metodelor pre- 
zentate mai înainte. 

Asemenea situații obligă la folosirea altor metode în special a 
metodelor numerice de calcul, folosind rețele de puncte care acoperă 
tot domeniul studiat. 
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5 


METODE NUMERICE PENTRU REZOLVAREA 
PROBLEMELOR TEORIEI ELASTICITĂ ŢII 


5.1. METODA DIFERENTELOR FINITE 


Metoda diferențelor finite foloseşte valorile funcţiei studiate 


într-un anumit domeniu în punctele dispuse în nodurile unei rețele 


regulate care îl acoperă în întregime ; diferențialele funcției sînt apro- 


ximate prin diferențe între valorile funcției în puncte învecinate. 


Întregul domeniu studiat este acoperit printr-o rețea de puncte avînd 
de regulă ochiurile de forma unor pătrate ; în unele cazuri, mai rare, 
este mai avantajoasă realizarea rețelei din triunghiuri echilaterale 
sau hexagoane. 


A 


În cazul unei reţele plane, de puncte dispuse în nodurile unui 
carelaj cu laturile egale cu / (fig. 5.1), se stabilesc următoarele expresii 
ale diferențelor finite în funcție de valorile funcției f = f(x, y) în nodurile 
rețelei notate pentru simplificare cu indicii punctelor în care au fost 
determinate (f; înseamnă valoarea funcției f(x, y) în punctul 7). 


Pe direcția Ox în punctul O: 
diferența de ordinul I: 


(Af) o = fe — Joi 


(Ao = (A), — (A)o 
= fe oa 2f, e fai 


diferența de ordinul II: 


ma~ 
i) 


diferența de ordinul III: (Aff)o = (A), — (A/) = 
= fa — Sfs + fa — Joi 


și aşa mai departe. 
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diferența de ordinul 


Pe direcția Oy în punctul O: 


de ordinul I: (A}f)o =f; — fo; 


II: (Af) = fe — 2fi + fo; 
iferența de ordinul III: (A,f)e = f, — 3f, + 3f; — Joi 


|| 


șa mai departe. 


Fig. 5.1 


funcție de valorile diferenţelor în diferitele puncte, derivatele 


parțiale au următoarele expresii : 


2 fehi hR 
(ax Jo h h 


fA (22) 
(2) __ NOx as). __ fi — 2fo + fi 


1 042] h he 


1 BiS E s i. 
B , gz vax] Jo h? 


| a) ON fea (2) fs — Afp + 6fo — 4fi + fe 

ED) à 0x2 LOz2 Ij, h 
Of) H= o Te fo — fi (5.2) 
o] h h : 


(=) __Fr — 3fi + 3fo — fi 
h? 


PF) _ fe —4fi + 6fo—4fi+f 
dyt lo ht ia 
paS — | 9 | Of ) = fn = JA fr Fë: -In Jm Jp fq 
ðxðy'o Ly ax) j h2 a 4h d 


2fi 4fo 2fi E Ja 2fiı Jp 
h^ 


E fi + fe + fi — 4fo 


3 (5.3) 
ig 
l aF a ÖY PF) 
ia => a 4 A) 
gxt 0x20y2 0y* Jo 
20 (fe A F 2f, f. 

20fo Sifi + fi [nt Î0 + 2(fm + În + fp A Ía) + (fe + fr Ís fa (5.4 
E de: Ere a ) 
hi cita, 


„Aceste relații de definiţii pot fi folosite pentru determinarea valo- 
rilor funcției de tensiune sau a săgeților unei plăci în punctele din 
nodurile unei rețele în care este împărțit domeniul studiat. i 

Valorile funcției (respectiv ale săgeții) în domeniu sînt necunoscute 
se cunoaște numai ecuația fundamentală care trebuie satisfăcută si 
condiţiile pe contur ; ele sînt exprimate de obicei sub formă diferen- 
țială. Folosind ecuațiile în diferențe finite, aceste condiții pot fi scrise 
in necare punct în funcție de valorile din punctul respectiv şi din 
punctele învecinate ; condiția de contur evident se aplică numai punc = 
telor rețelei de pe contur. În felul acesta se obține un sistem simultan 
de ecuații liniare din care se obțin valorile funcției în punctele res- 
pective. O dată determinate valorile funcției, se pot obține valorile 
eforturilor unitare (în cazul stării plane) sau ale momentelor încovoie- 
toare (în cazul plăcilor plane) exprimînd derivatele secunde care 
intervin în expresii tot prin diferențe finite pornind de la valorile 
determinate. | 

An cazul cînd rețelele de puncte sînt relativ rare şi exprimarea 
derivatelor prin diferențe finite poate duce la erori mari, determi- 
narea acestora se face prin derivare stabilind în prealabil cu ajutorul 
lormulelor de interpolare, ecuația aproximativă a funcției f(x, y). 
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Cînd interesează în mod special derivatele parțiale după unele direcţii 
caz întîlnit deseori în problemele teoriei elasticității, se pot folosi 
expresiile obținute cu ajutorul polinomului de interpolare al lui Newton 


după direcția aleasă. 


Pentru y constant de exemplu (y = Yo) 
z x RAS A2 F) 
F(, Ya) Hlos Yo) A (4/)e xl zi to x(x — h) A 
i ` i h 21 M E 
(5.5) 
(AFS) € 
a e y(x — h) (x — 2h) 4 
314 
in care cu indicele 0 s-au notat mărimile relative la punctul x = xo, 


ý =s Ny- 
~ Pentru a exemplifica, presupunem cazul torsiunii barei prisma- 
tice a cărei secțiune este împărțită cu ajutorul unei rețele pătratice 
cu latura 4 (fig. 5.2). Rețeaua are n noduri interioare notate cu 7, 
p noduri pe conturul exterior notate cu c, r noduri pe conturul interior 
notate cu fi. 

Ecuațiile (4.30) — (4.32) 


AD = — 2G8; (0),=0; (0), = bf GU 


ds 2G04, 
g On 


se transformă într-un sistem de ecuații cu diferențe finite format 
a) n ecuaţii pentru nodurile interioare (în care cu @j, Ọp Ọm» Pn 
s-au notat valorile funcţiei în punctele vecine punctului 7). 
( i 2 
Qj -t 9; -} (OPA i Dm 40; = — 9GOh2. 


Aceste ecuații se scriu ușor suprapunînd în fiecare punct al rețelei 
de puncte tiparul din fig. 5.3 în care cifrele arată coeficienții cu care 
în ecuație sînt afectate valorile funcției din punctul respectiv. 
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b) O ecuaţie de forma: 


SP (Pa — pi) = 2G dA, 


in care cu indicele / s-a notat punctul (din domeniu) vecin punctului 
de pe contur pe direcția normalei la contur. 


Pe conturul interior : 
8o, — 2(pa + P9) — 2(0s + P3) = 8G 0%. 


Soluțiile acestui sistem de ecuații sînt : 


Q ~ALO? PP MALS + > 

; rE AE . . e i o, = 3,08 G 0%? o, = 4,66 G 0%? o, = 4,91 G0/2 
__Se obține astfel un sistem simultan format din (n + 1) ecuații l Fa pissi FA Day i a 

din care se obțin valorile funcției în toate punctele domeniului. | Pa = 2,83 G0/2 p5 = 4,32 G 0%? Ps = 3,30 G0/2 

şi simplă în principiu, metoda cere un volum important de | pa = 1,93 GOR? og = 2,88 GO/2 9, = 3,38 GOR. 


calcul atunci cînd pentru obținerea preciziei se adoptă o rețea mai 
deasă de puncte. Ca exemplu prezentăm sistemul de ecuații pentru 
secțiunea dreptunghiulară cu un gol pătrat solicitată la torsiune 
(fig. 5.4). Din motive de simetrie, s-a studiat un singur cadran 

Pe conturul exterior toate valorile funcției sînt nule; pe cel inte- 


Folosind polinomul de interpolare al lui Newton se determină 
variația funcției de tensiune de-a lungul celor două axe; diferențele 
se determină cu ajutorul tabelelor : 

De-a lungul axei Ox (punctele 0, 9, 7; 


originea se ia în A) 


rior ele sînt constante și au fost toate notate cu Pz. l RE E A ae SR = 
4. n. f 1 | | j 
Sistemul de ecuații este următorul : i Punctul | 0(x = 0) Ots A | 7 e= 2h |] 
A | | heat | | 
in. nodul 7: 29 + pa — 4p, = — 2G0k?; Es | | 
A D! = | 0,00 | 3,38 | 4,91 
în nodul 2: Pa + P3 H ps — 4o, = — 2G0k?; i | | | 
A 1J > & | T Wi F | i 
n nodul &; l pa F Pe — 4p; = 2G0%? ; A= 3,38 1,53 | 
în nodi ~ f i © ) 
în nodul 4: 1 + o 20; 404 - 2G h2- | z = m Qi == E ] 
4 A? = — 1,85 GOR?) 
în, nodul 5 Pat Pat pet 07 4o, = 2G0/2 ; 
a ; | AI 
în nodul 6: Ps Pak Pa — 4o 2G0H : i (02) = (01), + x= 
y=0 h 
în nodul 8: ma Ee pa hd g do, =—"— 2G0kz: i 
SEPET CRG Pap Da ME SES (©!) = 0 + 3,38 - 
în nodul 9: P7 + 2ps — 4p, = — 2G0R?. y=0 h 
PE a X. 
(01) 0,925 — hi + 4,305 — 
arni | y=0 h2 h 
peee 
| | De-a lungul axei Oy (punctele 0, 7, 4,7; originea se ia în 0) 
| j en i d Acrei k ziare 
5 = | | | 
3 Panctul | 0(y=0 îi 7 h) | 4(y = 2h) | 7 ( 3h) 
f | | | ar h 
Konene} Pa a F EE, 
A } | go w 3.08 4,66 | 4,91 
| i sa A 3 ATS pote a ia: i 
| | | | | 
ea AL ei 3,08 1,58 025 |] 
| E EE i | 
= PA A2 | 1,50 —1,38 
9 | Paad ceh Le alesii 
T od 3 | p \ 
ÁS os | 0,17 ®; sa ai 
Gohel; 


8 Probleme moderne ale 


> AL 2 \3 
O!) = (P) yZ y h Hylly — h)( y — 2h) — 
j: it. AR E Il )U ET 
: y 1,50 [92 0,17 jy? ay? 
(0A sa 4 3,08 2 0 rea ÎL | pt [E e Bi a A 
x=0 h 2 he h 6 h? h? h l 
3 2 A) 
(01) = 0,028% — 0,8352 + 38862 
x=0 ji h2 l 
TE NI Eforturile tangențiale maxime se 
! d ee % 1 ; 
| T | găsesc în punctul de pe conturul exte 
| S) rior la extremitățile axelor 
(2 -8 (2) = 
| y | i A Ob) 
| e (729) ma v = [- | 
| É UOY la+=0 
le) a APĂ NI ee Ri 
D- Om O mO O, ' [90 
| ] | F uaa ag | pa l. $ 
i 2 D—O s _ ” i 
| N = pă In punctul A: (tp) == 
| | 2%! max 
| | | ii p= 7 
| | (N ip — 4,305 GOA. 
h | | $ > 
- A cal dle Pai in punctal B: (rah = 
Fig. 5.5 


= 3,886 G 0A. 
În exemplul dat sistemul era format din 9 ecuații cu 9 necunos- 
cute; în cazul cînd pentru mai mare exactitate s-ar fi recurs la o 
rețea mai deasă, numărul ecuațiilor ar fi crescut; la o rețea dublă, 
deci cu dimensiunile ochiurilor pe jumătate, numărul ecuațiilor ar 
fi fost de 40, ceea ce ar fi făcut rezolvarea foarte laborioasă 
Rezolvarea problemei devine şi mai laborioasă atunci cînd ecuația 
diferențială fundamentală este ecuația biarmonică, deci în cazul 
stării plane de eforturi sau în cazul plăcilor. În acest caz, în fiecare 
punct al domeniului, folosind tiparul din fig. 5.5, în care sînt înscriși 
coeficienţii valorilor funcţiei, se obţine o ecuație cuprinzând de regulă 
13 termeni. Chiar dacă se aplică sisteme de aproximare succesivă a 
soluţiilor, rezolvarea sistemului cere un volum mare de muncă 
Aceste dificultăți ale rezolvării sistemelor de ecuaţii cu diferențe 
finite, fac să le fie preferate metode iterative de calcul numeric, cum 
este metoda relaxării, bazate de fapt tot pe metoda diferențelor 
finite. 
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5.2. METODA RELANĂRII 


Pentru rezolvarea prin aproximații succesive a problemei deter- 
minării unei funcţii descrise de ecuaţii de tip Poisson sau Laplace 
cu condiții pe contur, poate fi folosită metoda relaxării. R. V. Southwell, 
autorul metodei, pornește de la analogia de membrană a lui Prandtl : 
o membrană întinsă de o presiune uniformă p, avînd deformații mici, 
verifică ecuația diferențială de tip Poisson: 


2 2 )2- b E e, 
A Se EA (5.6) 
gx? gy? S 
în care cu 2 s-a notat cota membranei într-un punct, iar cu S ten- 


siunea superficială (forța care acționează unitatea de lungime din 
membrană) (fig. 5.6). | goara A 

Presupunem o asemenea membrană pe care o imaginăm împărțită 
cu ajutorul unei rețele, în proiecție pe planul xOy, în poligoane regulate 
care acoperă întreaga suprafață (pătrate, triunghiuri sau hexagoane). 
Dacă distanțele între puncte sînt suficient de mici, laturile rețelei 
pot fi considerate drepte. | 5 
= Echilibrul membranei poate fi studiat substituindu-i rețeaua în 
care toate laturile sînt considerate bare drepte rigide, articulate în 
noduri; forțele exterioare sînt considerate aplicate numai în noduri, 
avînd ca intensitate, intensitatea rezultantei forțelor aplicate pe 
suprafața aferentă (fig. 5.7). 


ig. 5.6 
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Da - z ~ ~ 17 a i 
Pentru a concretiza, presupunem sistemul de bare de substii 
membranei formînd o rețea pătratică și studiem echilibrul 
metoda izolării nodurilor aplicabilă în cazul sistemelor 


de bare (fie. 5.8). Izoli ) scri i i 

€ a (fig. 5.8). Izolind nodul 0, scriem ecuația de proiecție 
îi i valorile sinusurilor unghiurilor, ţinînd seama 
deforma iuri ăcu - ize sînt 
e ațiile, deci unghiurile făcute de bare cu orizontala sînt 


verticală ; 


admitem valoarea tangentei Í 


; cu această precizare 
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ph ATA ih ne 0 Sh E po: 


Simplificînd și reducînd termenii asemenea obținem tocmai ecua 
ţia cu diferențe finite a membranei 


phe S(z + Za + Z3 + Za — 420) = 0. (5.7) 


Pentru determinarea poziției de echilibru a rețelei se presu- 
pune o anumită poziție inițială arbitrară definită de cotele 
20, 29, ... a nodurilor. Este puțin probabil ca aceste cote să consti- 
tuie poziția de echilibru a membranei, de aceea considerăm nodurile 
fixate în reazeme reglabile ; reacțiunile în reazeme se determină intro- 
ducîndu-le în ecuația de echilibru. În nodul 0 
phe — S(20 | 29 |= 29 29 420) Vo U. (5.8) 


4 3 


Valoarea reacţiunii V} este egală cu restul R} obținut introducînd 


valorile inițiale z în condiția de echilibru (5.7) 


Ve = R = pk + S(20 + 23 H + 20 — 420). (5.9) 


Poziția de echilibru a sistemului presupune însă toate reacțiunile 
V? = R? din reazeme nule. Ea se găseşte imaginînd un mecanism 
de reglare succesivă a reazemelor, şi anume : la început toate nodurile 
sînt blocate, în toate acționează reacțiuni. Se deblochează un nod, 
care se situează în poziția de echilibru; operația poartă numele de 
relaxare. În această poziţie el este fixat din nou și se trece la reglarea 
altui nod. Prin reglarea reazemului unui nod se modifică reacțiunile 
în cele patru noduri învecinate, astfel încît un nod care într-o anu- 
mită fază a operaţiei era în echilibru și avea reacţiunea nulă se dez- 
echilibrează prin relaxarea oricăruia din nodurile adiacente. De aceea, 
trebuie să se revină de mai multe ori asupra fiecărui nod pînă se reu- 
şeşte să se găsească cu suficientă precizie poziția de echilibru. 

Pentru a stabili modelul matematic al mecanismului de relaxare, 
să presupunem că începem relaxarea în nodul 0. Cota acestuia în 
momentul anulării reacţiunii V} creşte cu zi. În acest caz, ecuația 
de echilibru (5.7) se scrie 


ph + S [20 + 29 + 29 4+- 20 — 4(20 + 21)] = 0 sau 
phe + S (20 + 20 + 20 +23 — 420) = 4520. 


Din comparaţia acestei expresii cu (5.9) rezultă că valoarea corec- 
ției cotei 20 pentru echilibru este 
R. 


AS 


“0 


(5.10) 


1] 


Creşterea cotei nodului are însă ca efect creşterea efortului din 
barele cu care este legat (datorită preluării de către bare și a părții 
din încărcare preluate anterior de reazem) cu cantitatea POE ; aceasta 


are ca efect creşterea reacțiunilor inițiale V}? = R} (i= 1, 2, 3, 4) 
în nodurile învecinate nodului 0 cu aceeași di 215, 


Procedeul de calcul este următorul: peste domeniul studiat se 
suprapune rețeaua de puncte echidistante; se determină valorile 
funcției studiate în punctele de pe contur; fiecărui punct din inte- 
riorul domeniului i se atribuie o valoare arbitrară a funcţiei care se 
înscrie ; cu ajutorul expresiei (5. 9) se determină pentru fiecare punct 
în parte și se înscrie în dreptul punctului valoarea restului Ro; o 
dată acestea determinate, se trece la efectuarea operației de relaxare. 
Se alege nodul la care valoarea restului este cea mai mare; aceasta 
se anulează adăugînd valorii inițiale a funcției în punctul respectiv 
o pătrime din rest; aceeaşi pătrime se adaugă resturilor nodurilor 
adiacente. Se trece în continuare la nodul la care valoarea restului 
este cea mai mare și se efectuează operaţia de relaxare. 

În cazul cînd reţeaua este triunghiulară sau hexagonală (fig. 5.9), 
expresiile (5.7), (5.9) și (5.10) devin: 

În cazul rețelei triunghiulare : 


ph? S (2; 2 Za A 25 T 26 02.) 0 157a) 
RG pal i 5 
Ro E ph? | AEA | 2 3 Ž4 5 “6 6zo (9 9 a 
R? 
zl = 2 (5.10 a) 
6S 
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În cazul rețelei hexagonale : 


3V3 pa + - Sag E ay by = draj 0 (5.7 b) 
RY = u phe + Sli + 20 F 2a — 320) (5.9 b) 
za = Fe. (5.10 b) 

SS 


Ca aplicație determinăm valorile funcției de tensiune a eforturiloi 
res y 
tangențiale la bara dreaptă solicitată la încovoiere. Presupunem o 
secțiune dreptunghiulară avînd raportul între laturi 3/4. Funcția 
de tensiune O verifică ecuația lui Laplace [deci în rile (5.7), 
(5.9) p = 0], iar pe contur are valorile date de relația (4.35). 


PI "y y ; 
D = — | a dy — = 
I ARI Z v) 3 


Pentru simplificare împărțim funcția cu o constantă 


I 0 


PB 


li 


în care + este latura unui ochi al rețelei suprapuse € domeniului (fig. 5.10). 
Admiţînd pentru v valoarea 0,3 funcția V pe contur are valoarea : 


(0), = ~| | 2 ay — 0,0384 3°]. (5.11) 
g hè L 9 ui 


4h 
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Funcția pe contur este simetrică față de axa Oy şi antisimetrică 
față de axa Ox. În acest caz studiul poate fi redus la un sfert din 
secțiune : de-a lungul axei Ox funcția va avea valoarea 0, iar pentru 
punctele de pe axa Oy se va ţine seama că ea este axă de simetrie 
pentru funcție. 

Valorile pe contur ale funcției 4 calculate conform expresiei (5.11) 
vor fi: 


în punctele de pe axa Ox (punctele 0, 4, 8, 12, 16) EI 
în punctul 7 4= 8,0000— 0,0384 = 79616 796: 
în punctul 2 Ņp=16,0000— 0,0384. 8=15,6928=15,69 : 


în punctele 3, 7, 15, 19 Ņ4= 24,0000 -0,0384 -27 =22 9232 >22, 9%. 


Pentru calcule reducem valorile folosind o funcție liniară 


care 
verifică ecuația lui Laplace : 


22,92 x y 
E A E A y = 7,64 5 
3A h 
Noua funcție p’ = 4 — F va avea pe contur valorile: 


în punctele de pe axa Ox y'=—90; 


în punctul 7 4 = 0,32 
în punctul 2 Y = 0,42; 
în punctele 3, 7, 15, 19 =L 


Aceste valori se înscriu (înmulțite cu 108) în dreapta punctelor 
(fig. 5.11, a) şi vor rămîne valori fixe: punctelor din interiorul dome- 
niului le atribuim valori arbitrare W, şi anume: 


a PRET! z. E, pă a 

45 = 115; 48 = 135; p2 = 65; p, = 85; p9, = 5! 
; 42. 1 Bo a Sa 
Yi, = 65 ; Yiz = 45 > We = 99 


pe care le înscriem de asemenea în dreapta punctelor (fig. 5.11, a). 
Calculăm resturile în fiecare punct cu şablonul din fig. 5.3 şi le 
inscriem în stînga punctului respectiv (fig. 5.11, b). De exemplu: 
B= 442 = 0 + 320 + 135 
+65 — 4 - 115 = 60; 
y0 — | 0 10 | 0 AO ie S 
r3 = PS + pL + Wa + p — 440 = 0 + 115 4 


yi 
+- 85 + 55 4 . 65 = —5; 
D" "00. i Om ai ji — D JRR 
Yiz Pie + 24s -+ We 449, = 0 + 2.55 
55 4-45 = —15 


şi aşa mai departe. 
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Restul cel mai mare se găsește la nodul 6 și anume: 7 = 80 
Pentru relaxarea acestui nod este necesară o creştere a funcției cu 
valoarea p = 70: 4 = 20; dăm o creştere mai mare, și anume We = i 
în acest caz restul va deveni 7e = 80 — 4. 25 20; barăm restul 
80, scriem deasupra — 20 și deasupra valorii 4} = 135 scriem 29; 
adăugăm resturilor din nodurile 5 și 70 câte 25 integrînd vechile valori ; 
ele vor deveni 7; = 85; ri, = —50. Nodurile 2 şi 7 care au valori 
fixe nu sînt influențate (fig. 5.11, c). 

Nodul cu restul cel mai mare este acum nodul 5; dăm o creştere 
funcției Vs = 21; o scriem în dreapta nodului deasupra valorii 4} 


5 


jo æo 420 0 lo 320 340 0 
gi P c j i DRE: 
r 113 o sdis 60|r35__|0 
Hg Ao 6 7 
o les les o -5|es -z5le5 lo 
8 z] 10 77 8 g m TI 
lo |5 lo asss eses |o 
2 73 12 13 14 15 
10 |45 o -54s 4555 |O 
B E n C B y 
g b 
xd x$ f 5 0 
0 320 420 0 0 20 420 
0 ! i. 3 o| 7 2 3 
J l 
85 -20|25 83| 21 2 e) 
0 60| 80| 135 0 60/15 ___80|135 J0 
4 E 6 7 4 5 5 7 
ni -70 
50 16 -50 
jo -5e zale 0 jo -slas “las o 
8 g| TI 7 8 3 IG 7i | 
-65 15 |-20 
| 4555 -65]65 0 ăla -65165 |o 
E] IN 15 /2 E 14 15 | 
| -85 | 
-1545 -4555 -1545 -45155 o 
r6 7 18 y We 77 16 13 y 
£ d 
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115 (fig. 5.11, d) şi corectăm restul care devine 85—4-21 = 1; 
tæ ? > n 
corectăm adăugînd 21 resturilor din nodurile 6 și 9. Restul cel 
mare se găseşte acum la nodul 74. Crestem valoarea 
găseş S 
20; corectăm restul care devine 


mai 
funcției cu 
- 65 — 4(— 20) = 15; corectăm 


resturile în nodurile 73 şi 70 adăugînd — 20 si în nodul 78 adăusînd 
. ci . 9 . . d . o . 
2(— 20) = — 40. (Din motive de simetrie facem concomitent şi 


relaxarea nodului simetric nodului 74; în consecință, restul din nodul 
18 va fi modificat cu aceeași cantitate din ambele părți.) 

După efectuarea tuturor operaţiilor de relaxare tabelul se prezintă 
ca în fig. 5.12, q. În fiecare nod se face suma algebrică a valorilor 
funcției şi se obține tabelul complet al funcției 4’ (fig. 5.12, b). Adu- 
nînd şi valorile funcției F se obțin rezultatele finale (fig. 5.12, c). 

Componenta efortului tangențial maxim după direcția forței P 
(T) se află în axa neutră pe conturul secțiunii ; prin derivare se obține 
conform expresiei (4.36) 


9% Pi vy? ) 
Tiy = a E A E ae | . 
Oy 27 | 1 vyj 


Cu ajutorul polinomului de interpolare al lui Newton se obține 
variația funcției de-a lungul axei Oy; se calculează mai întîi diferen- 
țele pentru funcția 4 


începînd din punctul y’ 


’ ON- SERE L.A 
y = 0 | p =h | y = 2h g =a 3h | 
le r Na ei eu S E Ade: e ll e e NR | 
| | 
| 
j 22,92 | 15,30 7,66 | 0,00 | 
|- — iii zu |- Se a | E 
| A! | 7,62 | 7,64 7,66 | 
EN Oc 0) E Ma aa 
| A2 0,02 | 0,02 
| Se a ic ai | ie aja FI == 
| A8 | 0,00 | 
| | 


or unay i 
7,62 — =- (y' — h) 


h ME 


V — 29 0 
Y = 22,92 


Si 


2 


7812 swore 
h } 

„61 0,0297 

oy’ h h? 
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adi RE ; I = — Ak (A aria secțiunii) 

ðy'i I FA 

ðD | P v 76i- 12P 03:9- P ae 
A E ee îi =- L -= 1,59 —. 
: dy BMIip 64 A 2. 64 A(1 + 0,3) A 


Se verifică şi pe această cale că efortul tangențial la margine 
este mai mare decît efortul tangențial stabilit prin formula lui Juravski 
care pe toată axa neutră are valoarea: 


“max 


Diferența reieșită este de + 6%. 

Precizia rezultatelor obținute aplicînd metoda relaxării, ca şi a 
ecuațiilor cu diferențe finite, depinde de desimea nodurilor în siste- 

| studiat : cu cît acestea sînt mai dese, cu atît rezultatele se apropie 
mai mult de cele exacte. Cum de multe ori nu interesează valorile 
funcției de tensiune în toate punctele ci în mod deosebit în anumite 
zone de eforturi maxime, de concentrații de eforturi, aplicarea metodei 
relaxării se poate face în două sau mai multe etape: în prima etapă 
se studiază întreg domeniul cu condițiile de contur impuse cu aj 
unei rețele de puncte mai rare ; în a doua etapă se izolează din întregul 
domeniu numai zona al cărui studiu interesează în mod deosebit: 
valorile stabilite anterior în punctele care limitează zona, devin în 
această etapă condiții de contur; se trasează o rețea mai deasă de 
puncte pentru care se aplică din nou metoda relaxării; procedeul 
poate fi continuat cînd este necesar şi într-o a treia sau chiar în mai 
multe etape. 

Astfel a fost studiată distribuția eforturilor tangențiale t, într-o 
bară încovoiată cu secțiunea dublu T (fig. 5.13). A fost studiat la 
fel ca în cazul precedent numai un sfert din secțiune (cea hașurată). 
Prin metoda relaxării au fost stabilite valorile funcției de tensiune 
pentru acest sfert (fig. 5.14). Zona de trecere de la talpă la inimă 
a fost izolată şi rețeaua îndesită; pe conturul acestei zone au fost 
impuse în nodurile comune celor două rețele, valorile determinate în 
prima relaxare, iar în nodurile de pe contur nou apărute, prin îndesire, 
valorile obținute prin interpolare cu ajutorul polinomului lui Newton ; 
prin relaxare au fost obținute valorile înscrise în fig. 5.15, a; pe baza 
rezultatelor obținute, s-au trasat liniile de nivel pentru funcția de 


mı 


i a ae: 
ajutorul 


* S-a schimbat semnul y’ fiind orientat în sens invers lui 
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În sectiunea a 


Fig. 5.1 


9i 


tensiune și în secțiunile indicate și distribuția componentei 7,, & efor- 
tului unitar tangențial (planșa 5.15, b). Se remarcă în figură concen- 
trarea liniilor de nivel a funcției de tensiune în jurul unghiului intrînd 
format de talpă cu inima, scoțînd în evidență concentrarea efortu- 
rilor. 

Rezolvarea problemei în două etape pe o rețea mai rară, după 
aceea pe o rețea îndesită pentru întregul domeniu, dă posibilitatea 
găsirii soluției celei mai apropiate de soluția exactă, prin metoda 
extrapolării propuse de L. F. Richardson. Reprezentînd în abscisă 
suprafața ochiului rețelei și în ordonate valorile corespunzătoare ale 
funcției stabilite într-un punct (fig. 5.16) prin extrapolare liniară se 
determină valoarea funcției pentru o rețea cu un număr infimt de 
ochiuri. 


Fentru ecuația Ag =0 (Laplace) 


TX i 
= 1000 sın = Functul A Fanctul D 


Pentru ecuatia Ay =-7200: (gj=t 
4 

| Functul D 

| 


In exemplele examinate, punctele de pe contur au coincis cu puncte 
ile rețelei ; sînt însă cazuri cînd acest lucru nu este totdeauna posibil, 
mai ales în cazul contururilor curbe. Astfel, unele puncte ale reţelei 
or fi legate prin bare mai scurte de barele de pe contur. Presupunem 


i 02 > 
| | 
| 
Li 0 3 GD eN 
SU i Piete —0 +] +] 
% | 
| i 
i 94 
| 
. AER AIR „ARIE 
Fie. 5.17 
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) că nodul 4 este la distanța k4% (k, fiind un coe- 
vcuația de echilibru se va scrie: 


Baia: Dita E RE pă 


SE: f 
kah $ 


TRIM / A ei ph? 
A - Z Ț — e? 7 [3 n | sf 20 = — = . 
k ò 
in acest caz pentru nodul 0 se va folosi în operația de determinare 
turilor și în cea de relaxare tiparul din fig. 5.18. 


h 


r 


5.3. APLICAREA METODEI RELANĂRII LA REZOLVAREA PROBLEMEI 
PLANE A TEORIEI ELASTICITĂȚII SI A PLĂCILOR PLANE SUBTIRI 


Metoda relaxării poate fi aplicată şi pentru determinarea valorilor 
luncției de tensiune în cazul stării plane de eforturi pornind de la 
valorile funcției de tensiune pe contur sau ale deformației plăcii plane 
subțiri ținînd seama de valoarea încărcării și de condițiile de reze- 
mare. În acest caz, se porneşte de la expresia dublului laplacian în 
diferențe finite (5.4), folosind tiparul din fig. 5.5. Asumînd valori 
uwbitrare pentru funcția de tensiune, respectiv săgețile plăcii, în 
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nodurile unei rețele se determină resturile după care se trece la ope- 
rația de relaxare succesivă a nodurilor. Dificultatea constă în faptul 
că atît în calculul resturilor, cît şi în relaxare trebuie avute în vedere 
valorile din 13 noduri afectate de 4 coeficienți diferiți; operația în 
loc să se facă aproape mecanic, cere o mare concentrare a atenției, 
ceea ce restrînge domeniul de aplicabilitate al metodei. 

Deşi la prima vedere ar părea mai complicat, este practic mai 
uşor de a rezolva problema în două etape aplicînd metoda reluxării 


„Astfel, la plăcile plane subțiri, în prima etapă se determină valoa- 
rea momentului încovoietor definit conform expresiei (4.48) 
M ogi Met H My 
l a y 


care verifică ecuația lui Poisson 
AM = —p 


iar în etapa a doua se determină săgețile w care satisfac ecuația de 
asemenea de tip Poisson 


Ca aplicație vom examina cazul plăcii dreptunghiulare simplu 
rezemate pe contur, solicitate la încovoiere sub acțiunea unei forțe 
concentrate transversale acționînd în mijlocul plăcii (fig. 5.19) 


Fig. 5.19 Fig. 5.20 


. 
Simetria permite să fie studiat un sfert din placă. 
In acest sfert de placă se stabilește rețeaua de puncte la distanța 


a (fig. 5.20). În punctul 72 (mijlocul plăcii) acţionează forța P. Pe 
contur placa este simplu rezemată M = 0. Această condiție poate 


fi dedusă ușor luînd pentru concretizare latura y = 4a. Această latura 
fiind simplu rezemată, condițiile sînt : 


p=0ș;—=0 și M,=0 
Ox i 
Din prima condiție rezultă 
02w EA 
gx? 


Insă M, are expresia [conform relației (4.42) ]. 


D is o = 
D pe 


M 


di = 


02w 


rezultă că și = 0, deci atît M, cît şi M, sînt nule; în concluzie 


M = 0. 

Rezultatele calculelor de relaxare din prima etapă sînt reproduse 
în fig. 5.21, a. Toate nodurile de pe contur au valoarea M = 0. În 
toate nodurile, în calculul resturilor s-a ținut seama că termenul ph? 


Oy2 


9 Probleme moderne ale rezistenţei materialelor 129 


este nul [v. relația (5.9) ] cu excepția nodului 72, în care pentru ph? = 
= P s-a luat valoarea 4 000. | 
În a doua etapă (fig. 5.21, b), calculul de relaxare în noduri s-a 

făcut ținînd seama de faptul că pe contur săgeata este nulă (w = 0), 
iar în nodurile din interior valoarea momentului M variază. Calculul 
resturilor în fiecare nod s-a făcut introducînd în formula de calcul 
(5.9) valoarea locală a momentului M stabilită la prima relaxare. 
Astfel, de exemplu, în nodul 5 restul este: 

; ! M, 

R; = w, + Wa + We +- wg — 4w, + e a? 


sau cu valorile numerice din fig. 5.21, b 
R, = 580 + 522 + 1235 + 1503 + 321 — 4 - 1 040 = 1. 
Notînd cu a; coeficienții obținuți în prima relaxare şi cu f, pe 
cei obținuți în a doua, rezultatele vor fi: 


MsP RI AR 
4. 102 3,6 : 10% D 
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DETERMINAREA EXPERIMENTALĂ A EFORTURILOR 
SI A DEFORMAȚIILOR 


Paralel cu metodele și procedeele de calcul, o dezvoltare și o per- 
lecționare continuă cunosc metodele experimentale pentru determi- 
narea eforturilor și deformaţiilor în construcții sau în elementele de 
construcție. Metodele experimentale îşi dovedesc din plin utilitatea 
în special la rezolvarea problemelor la care prin calcul nu s-ar putea 
obţine soluții mulțumitoare din diferite cauze : a depăşirii domeniului 
de valabilitate a ipotezelor simplificatoare din rezistența materiale- 
lor, a simplificărilor mari introduse în schema de calcul, lipsa unor 
soluții exacte, a necesității unui mare volum de muncă pentru apli- 
carea metodelor numerice etc. 

Metodele experimentale privesc fie verificarea ipotezelor de calcul 

compararea eforturilor reale cu cele calculate — fie proiectarea 
elementelor prin determinarea deformaţiilor şi eforturilor pe modele. 
Prin perfecționarea tehnicii experimentale şi prin simplitatea relativă 
1 instalațiilor necesare, aceste metode sînt folosite cu succes în prac- 
tica proiectării construcțiilor și a maşinilor. Chiar în stadiul actual, 
cînd se tinde la introducerea pe scară tot mai largă în proiectare a 
calculatoarelor analogice şi cifrice, aceste metode experimentale își 
păstrează utilitatea. Relativa ușurință în alcătuirea modelelor şi în 
aducerea de modificări formei lor face ca utilizarea metodelor experi- 
mentale să poată constitui o primă etapă de studiu chiar în condiţiile 
proiectării cu ajutorul calculatoarelor electronice. 

În practica actuală, metodele experimentale folosite pe scară largă 
cuprind tensometria (mecanică, optică, electrică) pentru determinarea 
deformaţiilor şi a eforturilor ; folosirea lacurilor casante pentru deter- 
minarea traiectoriilor eforturilor principale ; fotoelasticitatea pentru 
determinarea eforturilor în cazul stării plane și spațiale de tensiuni; 
cromoplasticitatea pentru studiul comportării structurilor în dome- 
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niul elasto-plastic şi al stării plane de eforturi în domeniul elasto- 
plastic; metoda moirc-urilor pentru studiul stării plane de eforturi 
și al plăcilor; analogiile fizice și electrice pentru studiul stării plane 
de eforturi, al torsiunii barelor şi al plăcilor etc. 

În cele ce urmează nu vor fi tratate problemele tensometriei și 
ale lacurilor casante* ; vor fi tratate foarte succint problemele funda- 
mentale ale fotoelasticității în cazul stării plane de eforturi în domeniul 
elastic, ele fiind tratate în prezent în toate tratatele de rezistență 
a materialelor. În ce priveşte metoda cromoplasticității, elaborată 
în urma cercetărilor efectuate în țara noastră, ea este tratată în lucra- 
rea „„Cromoplasticitatea“* de Acad. Șt. Bălan, S. Răutu, V. Petcu.** 


8.1. FOTGELASTICITATEA. PRINCIPII ȘI METODĂ 


Metoda de studiu a stării de eforturi prin fotoelasticitate se bazează 
pe proprietatea materialelor transparente şi izotrope de a deveni 
birefringente cînd sînt supuse unei stări de eforturi. Presupunem o 
placă solicitată de un sistem de forțe în echilibru în planul său (fig. 6.1); 
prin fiecare punct trec direcțiile eforturilor principale cı și oz. O rază 
de lumină polarizată (cu ajutorul unui nicol denumit polarizor), 
vibrînd într-un plan, care trece prin punct, se descompune în două 
raze ale căror plane de vibraţie cuprind direcţiile eforturilor principale 
© Şi oz. Vitezele de parcurgere a plăcii de cele două raze sînt diferite 
și proporționale cu eforturile principale o, şi cz. Drumurile optice sînt 
diferite pentru cele două raze, diferența de drum fiind: 


ò = Gy : t(o01 — 02) = (ni — not (6.1) 


unde C, este o constantă a cărei valoare depinde de proprietățile 
optice ale materialului și de lungimea de undă a luminii folosite, £ 
este grosimea plăcii, iar n, şi na indicii de refracție ai materialului 
pentru lumina polarizată liniar în direcția o, respectiv oa. 

Dacă cele două raze de lumină trec printr-un nou nicol (denumit 
analizor), vibrația lor este readusă în acelaşi plan ; diferența drumului 
optic după parcurgerea plăcii face ca cele două raze să se găsească 


* Două lucrări de curind apărute în limba română tratează dezvoltat aceste pro- 
bleme dînd atît bazele teoretice, cît și indicaţiile necesare practicii: „, Tensometria elec- 
trică rezistivă”” de Gh. Buzdugan și M. Blumenfeld, București, Editura tehnică, 1966, 
şi „Determinarea experimentală a eforturilor unitare” de D. R. Mocanu, M. Buga şi 
C. Georgescu, București, Editura transporturilor şi telecomunicaţiilor, 1966. 

** Editura Academiei R.S.R., 1963. 
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în diferență de fază, ceea ce are ca efect apariția fenomenului de inter- 
ferență. i Sg, 
Pa acest principiu sînt construite bancurile de fotoelasticitate 
(fig. 6.2). Studiul se face asupra unui model de material bapa 
are reproduce la scară, atît ca geometrie, cit şi ca forțe, elementul 
studiat. Examinarea modelului se face între doi nicoli încrucişați 
(polarizorul şi analizorul), care constituie un polariscop. Planele de 
polarizare a luminii, ale polarizorului şi analizorului, perpendiculare 
unul pe altul, formează secțiunile principale ale polariscopului. Pentru 
tudiu se foloseşte atît lumina albă, cît şi cea monocromatica. 
Pentru toate punctele ale căror direcții principale sînt cuprinse 
în secțiunile principale ale polariscopului, pe ecranul aparatului apar 
puncte neluminate formînd benzi întunecate denumite linii izocline. 
Dacă planul polariscopului este vertical, izoclina EE > 
mită izoclina de 0°) reprezintă locul punctelor care au direcțiile 


4 


(den 


[3 


eforturilor principale, verticala și orizontala prin punct (fig. 6.3). 
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Dacă polariscopul se rotește cu un unghi a se obțin alte izocline repre 
entînd locul punctelor ale căror direcții principale sînt înclinate cu 


mghiul a față de verticală şi — — a față de orizontală; izoclina este 
PA 


lenumită tzoclina de unghiu a. Izoclinele reprezintă deci locul geome- 
tric al punctelor avînd aceleaşi direcții principale ; ele intersectează 
iniile izostatice (traiectoriile eforturilor principale) în puncte avînd 
linarea tangentei la izostatica constantă. 

În lumina monocromatică, pe lîngă izocline se obține încă o familie 
le linii întunecate pentru punctele în care 


2nv 


0, — O = — (6.2) 

Ct 
in care n are valori întregi (n = 1, 2, ...) și puncte singulare pentru 
0. Pornind de la punctul singular, liniile întunecate, în ordinea 


în care se succed, sînt numerotate; numărul acordat liniei poartă 
numele de ordinul liniei şi el coincide cu valoarea respectivă a lui n 
din formula (6.2). 

În cazul că se folosește lumina albă, în locul familiei de linii întune- 
ate care apar la utilizarea luminii monocromatice de o anumită cu- 
loare, apar linii în culoarea respectivă. Restul imaginii este compus 
din linii avînd toate culorile spectrului : fiecare familie de linii de aceeași 
culoare poartă numele de linii izocromatice și ea coincide cu familia 
de linii întunecată care apar în lumina monocromatică de lungimea 
respectivă de undă. De aceea, dungile întunecate obţinute în lungimea 
monocromatică poartă numele tot de linii izocromatice. 

Ele reprezintă deci locul geometric al punctelor pentru care dife- 
rența eforturilor principale (o, — cı) este constantă. 

Pentru a separa liniile izocromatice de izocline, acestea din urmă 
sînt îndepărtate din imagine prin folosirea a două lame sfert de undă, 
lame birefrigente cu axele optice înclinate după bisectoarele secțiuni- 
lor principale ale polariscopului, dispuse imediat în fața şi în spatele 
modelului. 

Lama sfert de undă convertește lumina polarizată liniar în lumină 
polarizată circular. Vectorul intensitate al cîmpului luminos polari- 
zat liniar de valoarea a sin œt se descompune la intrarea în lame sfert 


A > a . . . 

de undă în două componente egale cu a sin ot (fig. 6.4). Grosi- 
2 

mea lamei este astfel aleasă încît cele sou componente la ieşire sînt 


defazate cu un sfert de undă devenind: —= sin of şi 13 sin [ot — Pi a = 
Vz 


a 
2 E ia of. 
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Extre mitatea vectoru 1 a ultant 
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un cerc de rază 4. f nă a, Si ă î 
£ 77` A doua lamă sfert de undă, situată între model 


şi analizor, dar rotită c iul Ž față i i i 
: u unghiul 7 faţă de prima, readuce vibrația 
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Fi a în planul inițial al polarizorului ; ca urmare, este anulată 
Ee zor a carui axă optică este perpendiculară pe cel al polari- 
In practica metodei se folosesc, pentru acelasi scop, modele din 
materiale diferite, ca de exemplu pentru determinarea izoclinelor 
plexiglasul, iar pentru determinarea izocromatelor aralditul ralit 
etc. Mărimea diferenței eforturilor unitare principale Ras a 
corespunzătoare fiecărei linii izocromatice, se determină cu pe EA 
unei bare etalon supuse în cîmpul polariscopului unei stări de efori 
unitare precis determinate prin calcul (de obicei la încovoiere pură) 
In acest fel se determină constanta fotoelastică a materialului. F ceată 
reprezintă valoric diferența eforturilor principale pentru Hala ias 
cromatică de ordinul 1 pentru o placă de grosime unitară Pentru 
izocromata de ordinul n, într-o placă de grosime £ diferența este: 


o — o=. (6.3) 
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Pentru îmbunătățirea imaginilor obținute se folosesc unele dispo 
zitie speciale. Astfel, în dispozitivul denumit polariscop de reflexie 
(fig. 6.5), prin plasarea unei oglinzi în spatele modelului, drumul parcurs 
de raza de lumină prin model se dublează, ceea ce are ca efect dublarea 
numärului de izocromate. 

Prin dispunerea modelului între oglinzi parțiale dispuse paralel, 
e obține o accentuare a liniilor izocromatice, iar prin înclinarea lor 
cu un unghi mic, se realizează o multiplicare a numărului de linii, 
obținîndu-se numeroase izocromate intermediare. 

Cunoscînd pentru domeniul studiat liniile izocline și izocromatice, 
precum şi încărcările pe contur, eforturile unitare în interiorul dome- 
niului pot fi determinate prin metode analitice, grafice sau cu ajutorul 
unor procedee experimentale. 

Dintre numeroasele metode analitice și grafice amintim metoda 
grafo-analitică a eforturilor unitare tangențiale, Pentru determinarea 
eforturilor unitare într-o secțiune aleasă, se pornește de la punctele 
de pe contur unde eforturile unitare sînt cunoscute ; în orice punct 
din interiorul domeniului pot fi determinate eforturile unitare tangen- 
tiale pe direcțiile secțiunilor principale ale polariscopului din relația 
generală : 


O, — 03 


t = A sin 2 a 
2 


în care (6, — co) este dat de ordinul liniei izocromate, iar «œ de linia 
izociină care trece prin punctul respectiv. 

Pentru un element dreptunghiular foarte mic AxAy, avînd laturile 
paralele cu secțiunile principale ale polariscopului (fig. 6.6) variația 
Ac, a efortului unitar c, rezultă din relația de echilibru pe orizon- 
tală : 


; sr Ax > Ay 
Ao, = — (r — tT”) —=. (6.4) 
Ay 
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Se porneşte de la un punct pe contur notat cu O unde o, = 5, 


împărțind în lung secțiunea studiată în dreptunghiuri egale (fig. € 
se obține într-un punct oarecare : 
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tr 


în care 7! şi t” se determină interpolînd grafic atît valoarea unghiului 
a, cât și ordinul izocromaticei pentru liniile A'B’ şi A” B”. 
În continuare se determină 


; (66) 
0, = 0, + Vlo — o)? — frp? (6.6) 

unde T, este media valorilor t’ şi t”. 

Cu aceste valori se pot determina eforturile principale 


Oy Sy 


Cis G3 = 7 $ x: (6.7) 


Cunoscînd traseele izocromatelor, este util să se determine traseele 
liniilor izopahe, linii de-a lungul cărora suma eforturilor unitare prin- 
cipale este constantă. Așa cum s-a arătat [v. relația (4.18)], suma 
eforturilor unitare principale verifică ecuația lui Laplace : 


Aloi + o 2 = (+ Do, + ax) = 0. 


gy? 


Pe contur, unde acționează forțele exterioare, eforturile unitare 
principale pot fi uşor determinate cunoscîndu-se diferența lor. În 
această situație, problema constă în a determina în punctele domeniu- 
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lui cercetat valoarea funcției armonice (6, + o) cunoscînd valorile 
ci pe contur. Pentru unele contururi și încărcări, funcția poate fi 
determinată analitic prin rezolvarea problemei de contur, iar în cazurile 
cele mai frecvente printr-una din metodele numerice aproximative 
bazate pe diferențe finite, cum este metoda relaxării. 

Pentru contururi şi condiții de contur mai complicate, pentru a 
evita calcule laborioase, se poate folosi cuva electrolitică cu ajutorul 
ăreia se realizează un cîmp potențial plan-paralel fără surse, care 
verifică de asemenea ecuația lui Laplace: 


V V g 
r2 0 (6.8) 
OE ha gy? 
în care V = V(x, y) este funcția de potențial. 


În cuva electrolitică se modelează un contur care reproduce la 
scară domeniul studiat; pe contur se dispun electrozi la diferențe 
de potențial față de pămînt proporționale cu valorile (o, + c) de 
pe conturul domeniului studiat. Se determină în interiorul cuvei dife- 
renţele de potențial care, înmulțite cu factorul de transformare, repre- 
intă tocmai suma (6, + 02). În practica folosirii cuvei electrolitice 


se utilizează un galvanometru de nul sau o cască telefonică avînd o 


bornă f ixată pe un divizor de tensiune la o diferență de potențial dată 
V şi cealaltă conectată la o sondă cu ajutorul căreia se explorează 
supr: afața electrolitului din cuvă ; în felul acesta se determină punctele 
avînd aceeaşi diferență de potenţial V care, cu ajutorul me pantograf, 


A 


sînt reproduse imediat pe o planse, trasîndu-se liniile echipotențiale 
Į Į P 


care coincid cu izopahele (fig. 6.8). 

Determinarea sumei eforturilor principale se poate face şi pornind 
de la fenomenul de contracție transversală. Într-un punct solicitat 
de eforturile e en 6, Şi © grosimea fa plăcii se modifică cu: 


At = — > (o, + oat, (6.9) 


Variația At a grosimii poate fi determinată fie prin măsurare cu 
extensometre laterale de precizie, fie pe cale optică, prin interferență, 
obținîndu-se franje care reprezintă locul punctelor de egală grosime 
de aer cuprins între model și o lamă de sticlă cu fețele perfect plane 
(analog inelelor lui Newton). Franjele de interferență reprezintă liniile 
izopahe. Evident, este necesar ca inițial modelul să aibă fețele perfect 
piane. 

Determinarea izopahelor se poate face de asemenea direct pe cale 
optică cu ajutorul unui interferometru determinînd diferențele de 
drum optic în modelul încărcat și neîncărcat ; datorită costului ridicat 
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rență cât mai dese; aceasta necesită însă surse de mare luminozitate 
si de spectre cît mai restrînse. 
Pentru determinările izopahelor pe cale optică se tolosesc, la fel 


al instalaţiei şi dificultăților în mînuire, metoda este mai puţin folo- 
sită. Obţinerea unei imagini a izopahelor se realizează însă cu ușurință 
prin folosirea efortului optic de moiré care are şi avantajul că nu nece- 


sită modele optice plane. 
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vizor de tensiune 


Metoda moirc-urilor, care va fi tratată mai detaliat mai departe, 
se aplică prin suprapunerea fotografică a imaginilor liniilor de inter- 
ferență pentru modelul descărcat și apoi încărcat, obținute cu ajutorul 
luminii monocromatice reflectate de cele două fețe ale modelului 
tratate ca oglinzi. În zonele în care în negativul imaginilor liniile 
de interferență (în negativ linii luminate) coincid, vor rămîne zone 
luminoase ; în zonele în care liniile sînt alăturate, vor apărea zone 
întunecate. În imaginea pozitivă vor apărea deci liniile izopahe în- 
tunecate ; ele sînt locul geometric al punctelor în care dublul diferen- 
tei dintre grosimea plăcii modelului neîncărcat și încărcat este un 
multiplu întreg al lungimii de undă a luminii folosite. 

În interferometrele care se folosesc în prezent pe scară mai mare 
(interferometrul Saunders-Post de exemplu) reflexia razelor de lumină 
se face cu ajutorul a două oglinzi parțiale ca în fig. 6.9 din care una 
(b) cu fețele puţin înclinate față de cealaltă (a). Prin dimensionarea 
dispozitivului, se urmăreşte ca drumul optic parcurs de cele două 
raze de lumină să fie practic acelaşi pentru a se obține franje de interfe- 


140 


a pentru determinarea izoclinelor, modele cu birefringență redusă, 
um este plexiglasul, pentru a împiedica apariția liniilor izocromatice. 


Directia luminii polarizate 


i | Stadiul modelului sub incidentă 


7,0 — plăci stelă 
M — model Su “led 
TS —-oglindd partiale | 


Fig. 6.9 Fig. 6.10 


Menționăm, de asemenea, ca un procedeu pentru determinarea 


»e cale analitică a eforturilor principale în zonele în care direcția 
eforturilor principale este cunoscută (în axele de simetrie de exemplu), 
procedeul examinării izocromatelor şi sub incidență oblică nu numai 
sub incidență normală (fig. 6.10). Modelul se înclină în jurul unei axe 
paralele cu o direcție principală (c, de exemplu). În acest caz, în loc 
de efortul principal c, se va lua în considerare efortul principal „,se- 
cundar“ c, cos 29; din expresiile diferențelor de drumuri optice (6.1) 
se obțin două ecuații în o, Și cə 


ò = C, tos 62) şi dp = Ca — (or — oa cos? 9). 


În funcție de ordinul liniilor izocromatice |v. relația (6.3)]] aceste 
relații se scriu: 


? o na] 
G — O = —; 01 — OCOS? Q = — COS Q. 
r 3 t 


Metoda incidenței oblice se aplică în special în cazurile cînd alte 
metode nu pot fi aplicate, de exemplu în cazul că nu sînt cunoscute 


condiţiile de contur (studiul eforturilor în inima unei grinzi I de exem- 
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plu). Stabilind, pe baza studiului izoclinelor, direcțiile etorturilor 
principale, incidența oblică se face în raport cu aceste axe pentru fi G 
care punct studiat. Uneori, rotirea modelului se face pe rînd în ra în 
cu fiecare din cele două direcții ale eforturilor principale. Se cpt 


o a treia ecuație: 


cı cos? Y — o 


iste in stai indicat ca a treia determinare* să nu fie folosită drept 
ecuație ii verificare, ci prin metoda celor mai mici pătrate să se deter- 
ne 7 "la ale i r i i i ; F 
mine valorile cele mai probabile ale eforturilor principale. În cazul 


că unghiurile de incidență oblică sînt ọ = 4 = 2 soluția este** 
7 ste 


Î fe a si 
01 = 137 12m, }- y2 (8n, == 5n) } 

TIR (6.10) 
Gy = == 1V2 (5m; — Su) — Am 
sara y (Sna — 8na) 2 f. 


fată pomi sa Da E F : 
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mediul unui traductor lumină-energie cu un semnal de referință, dis 

FEEN E ia d n ANANIA Pc Saba vulpe o E ee ga ti na ur dle fa 
pozitive de înregistrare a birefringenței în diferitele puncte ale od e- 
lului etc. č i e 


6.2. FOTOELASTICITATEA. DOMENII DE APLICARE 


k Fotoelasticitatea s-a extins mult în ultima vreme şi a ajuns să fie 
folosită ca metodă curentă în laboratoarele de cercetări tere şi 
în birourile de proiectare datorită posibilităţii pe care o dă de a “ga 
mina eforturile în cazurile în care calculul prezintă mari dificultăţi 
_ {n domeniul stării plane de tensiune, metoda fotoelasticității își 
lărgeşte domeniul de aplicație extinzîndu-se şi asupra sistemelor u 
un înalt grad de nedeterminare statică, cum sînt Carele enuliiieta adi 
Metoda serveşte la determinarea punctelor de moment nul în iale 
structurii, dînd posibilitate ca în calcul să fie redus gradul de ne- 


că dA rara este cea sub incidență normală 
ison I. A. ‚A least squares soluti f the i inci ti N 
P a E En a a solution of the oblique incidence equations” VDI 
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determinare statică a sistemului şi să se obțină şi relații privind ra 
portul între forța normală și forța tăietoare din bare. 

Hotoelasticitatea poate fi folosită de asemenea pentru studiul 
plăcilor plane solicitate la încovoiere. Ținînd seama că în acest caz 
de-a lungul fiecărei normale la planul median iau naștere eforturi 
unitare, atît de întindere, cât şi de compresiune, al căror efect optic 

ar anula, modelele plăcilor se realizează din două straturi cu un strat 
reflectant la mijloc (realizat printr-o inserţie metalică, o foaie subțire 
le aluminiu sau chiar printr-un adeziv metalizat pentru a forma 
olindă), iar examinarea se face ca în polariscopul cu reflexie despre 
care s-a amintit mai înainte. Liniile izocromate pot îi socotite în ace- 
caşi măsură ca locuri geometrice ale diferenţei eforturilor unitare 
principale sau ale momentelor încovoietoare principale. 

Menţionăm, de asemenea, unele studii care au fost făcute asupra 
suprafeţelor cilindrice subţiri solicitate în starea de membrană. Aces- 
tea au suprafața mediană tratată ca oglindă parțială, pentru a putea 
fi examinate efectele produse atît de lumina reflectată (ca la polari- 
scopul de reflexie), cît și de lumina care străbate modelul. 

îxaminarea se face pe fîșii în zone înguste de-a lungul genera- 
toarelor (pentru a putea fi considerate normale pe razele de lumină 
incidente). 

Posibilităţile pe care le dă tehnica actuală a cinematografiei de 
a înregistra fenomene care se produc cu viteze mari, au dat prilejul 
cercetătorilor de a examina variaţia stării de eforturi la solicitări 
dinamice, în special la şocuri. De asemenea, au fost fotografiate, prin 
procedee stroboscopice, imaginile modelelor fotoelastice în mișcare 
de rotaţie, modelîndu-se greutatea proprie. 

Polariscopul cu reflexie, ca instalație portativă, dă posibilitatea 
examinării stării de eforturi în unele zone ale construcțiilor existente ; 
modelul fotoelastic este realizat la scară naturală cu ajutorul unui 
lac cu proprietăţi de biretringență aplicat direct pe construcție“, 
tratată în zona de studiat ca o oglindă. Cu toate că numărul izocro- 
matelor este destul de redus, se pot obține informaţii preţioase cu 
privire la distribuţia eforturilor, în special în zonele de mare concentrare 
a lor. 

Prin fotoelasticitate se pot obține pe această cale și informații 
asupra tensiunilor remanente ; se prelucrează suprafața în zona de 
studiat, se aplică marca fotoelastică și se perforează piesa fie pe întrea- 
ga grosime, fie pe o adîncime dată, îndepărtîndu-se material; prin 
redistribuția eforturilor, iau naştere în lumină polarizată franjele, de 
interferență. 


* Se foloseşte uneori și denumirea de marcă fotoelastică. 
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O importantă extindere a căpătat aplicarea metodei datorită 
posibilităților de studiere a stării spaţiale de eforturi prin procedeul 
fixării sau „înghețării“* eforturilor. Procedeul constă în executarea 
prin turnare a modelului spațial dintr-un material sintetic (araldit, 
bachelită), încălzirea lui la temperaturi în jurul a 100°C, încărcarea 
şi răcirea lui treptată sub sarcină pînă la temperatura mediului ambiant. 
După răcire, modelul este tăiat în lame plane și fiecare lamă este exa- 
minată în polariscop unde prezintă linii izocline și izocromate, ca și 
cum acestea ar fi fost fixate sau înghețate odată cu răcirea mode- 
lului. 

Efectul de fixare sau înghețare a deformaţiilor, după M. Hetenyi, 
se datorește structurii răşinilor sintetice care constau dintr-o structură 
primară continuă, constituind o fază elastică, şi dintr-un material 
tuzibil, de umplutură, constituind o fază fluidă vîscoasă. Prin încăr- 
care la temperaturi mai ridicate, faza elastică se poate deforma relativ 
liber, fără a fi împiedicată de faza fluidă a cărei viscozitate la tempera- 
tura ridicată este mult scăzută; pe măsura scăderii temperaturii 
fazei fluide îi crește viscozitatea (care este foarte mare la tempera- 
tura ambiantă) și împiedică revenirea fazei elastice la poziția nedefor- 
mată după descărcare. 

Prin procedeul fixării, pot fi rezolvate numeroase probleme ale 
stării de eforturi în spaţiu, cum sînt probleme ale plăcilor groase, 
plane și curbe, ale fundațiilor, suprafețelor subțiri etc., datorite soli- 
citărilor statice. 

Menționăm, de asemenea, utilizarea gelatinelor pentru determina- 
rea eforturilor care iau naştere datorită forțelor masice, în special a 
greutății proprii. Utilizate la fel ca celelalte materiale pentru studiul 
stării plane de eforturi, ele pot fi folosite şi pentru studiul stării spa- 
țiale, prin înghețarea eforturilor, prin scăderea temperaturii sub cea 
a mediului ambiant. 

Fotoelasticitatea dă posibilitatea studierii eforturilor în corpurile 
neomogene. Astfel, prin aplicarea unui strat fotoelastic pe suprafața 
laterală a unui cub de beton, au putut fi puse în evidență variațiile 
mari ale efortului unitar față de efortul unitar mediu de-a lungul 
unor secțiuni longitudinale şi transversale, datorite structurilor neo- 
mogene ale betonului*. Elemente de beton armat au fost de asemenea 
modelate prin încorporarea unor bare subțiri într-un material foto- 
elastic. Pentru a păstra raportul dintre modulele de elasticitate ale 
oțelului și betonului, barele se modelează de obicei din aluminiu, 
duraluminiu sau fire de sticlă (fig. 6.11). 

* Dantu P.I. „Étude de contraintes dans les milieux heterogenes. Application an 
béton”. Ann. de IITBTP. Nr. 121 janv. 1958. 
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În ultimii ani sînt tot mai numeroase studiile pentru determinarea 
cu ajutorul luminii polarizate a stării de eforturi elasto-plastică. Deşi 
s-a obținut rezultate folosind modele în special din celuloid și unele 


FEN 


/zocline Iravectariile eforturilor 
principale 


Izacramale 


Fig. 6.11 


lacuri fotoelastice aplicate pe piese solicitate în domeniul elasto-plastic, 
sînt încă numeroase probleme care stau în fața experimentatorilor. 
Astfel, este necesar ca materialul din care este alcătuit modelul sä 
aibă o diagramă caracteristică, asemănătoare celei a materialului 
studiat (cu palier de curgere de exemplu în cazul oțelului), să prezinte 
deformații mici datorite curgerii lente etc. ) l 

Rezultatele obținute însă pînă în prezent cu ajutorul metodei 
fotoelasticității o recomandă proiectanților ca un auxiliar prețios 
în studiul stării de eforturi în structurile sau la solicitările mai compli- 
cate. Instalaţiile relativ simple și puțin costisitoare, tehnica experi- 
mentală bine pusă la punct, fac metoda accesibilă oricărui institut 
de proiectare. 
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6.3. METODA MOIRE-URILOR. PRINCIPIUL 


Moirc-ul este efectul optic obținut prin suprapunerea a două rețele 
de linii sau puncte. Dacă cele două rețele sînt alcătuite fiecare din 
linii paralele echidistante, dar care nu coincid fie ca distanță, fie ca 
orientare, apar tranje formate din drepte paralele asemănătoare franje- 
lor de interferență optică; acestea sînt denumite franje de moiré ; 
franjele întunecate se datoresc suprapunerii, parțiale sau totale, a 
liniilor întunecate dintr-o rețea peste spaţiile albe ale celeilalte rețele. 

Cele două rețele care sînt suprapuse pot fi concepute și altfel: 
prima, o rețea formată din drepte paralele echidistante, iar a doua, 
o nouă poziție, deplasată sau deformată, a primei rețele. În acest caz, 
studiul tranjelor de moiré dă posibilitatea stabilirii deplasărili r punc- 
telor primei rețele prin deformare ; pe această bază pot fi determin: 
deformațiile liniare şi unghiulare specifice și, în fine, eforturile unií 
în diferitele puncte ale unui corp elastic deformat, ale cărui deformaţii 
au fost urmărite în totul de rețea 

În prezent, metoda moiré- urilor își găseşte un domeniu tot mai 
amplu de aplicare în studiul experimental al stării plane de deformație 
şi în studiul plăcilor, în mod deosebit al plăcilor plane. Bazîndu-se 
numai pe studiul geometric al deformațiilor, domeniul ei de aplicare 
nu se limitează la stadiul de comportare elastică a materialelor, ci 
poate fi folosită cu succes șipentru studiul elasto-plastic, plastic, 
visco-elastic. 

'Ținînd seama de practica experimentală adoptată de majoritatea 
cercetătorilor, în cele ce urmează va fi studiată metoda moirâ-urilor 
produse cu ajutorul unor rețele alcătuite în starea nedeformată din 
benzi paralele echidistante, pe care le vom denumi }inii, avînd lățimile 
egale cu cele ale spaţiilor dintre ele ; aceasta nu exclude posibilitatea 
utilizării unor reţele ale căror linii să aibă lățimi diferite de cele ale 
spaţiilor albe. Pasul rețelei, notat cu litera a, reprezintă dublul lățimii 
unei linii (lățimea unei benzi și a spaţiului dintre benzi); de obicei 
pentru definirea unei rețele se folosește frecvența liniilor pe unitatea 
de lungime. 


6.4. STUDIUL STĂRII PLANE DE EFORTURI CU AJUTORUL METODEI 
MOIRE-URILOR 


6.4.1. Starea de deformaţie unidimensională 
Presupunem două rețele egale: una desenată pe o bară dreaptă 


care urmează să fie solicitată axial ; direcția liniilor este perpendiculară 
pe axa barei; a doua reţea, denumită rețea martor, va fi menţinută 
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nedeformată. Iniţial, cele două rețele suprapuse coincid. Presupunem 
bara solicitată la întindere ; după deformarea barei, prima rețea, care 
s-a deformat solidar cu bara prin suprapunere, nu va mai coincide 
cu fețeaua martor și vor apărea franje de moiré ; din fig. 6.12 se vede 


Fig. 6.12 
că vor apărea franje întunecate de moiré la distanța d, = na, în care 
n este dat de relația: 
a a N \ 
n— = (n — 1) — (1 + s) (6.11) 


în care a este pasul rețelei nedeformate, e, lungirea specifică, n, res- 
pectiv (n — 1), numărul de linii în rețeaua martor, respectiv în rețeaua 
deformată dintre două franje de moiré. De aici rezultă : 


a 
de unde d, = na ==- 
Ey Ey 


H 1 
Sy = — sau NR- 


Deoarece pasul a este cunoscut, măsurînd distanța d, dintre franjuri 
se poate obține imediat lungirea specifică 


p (6.12) 
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Socotind că prin deformare toate punctele au deplasări după 
direcția y notate v și anume v = e, y, rezultă că prima franje moiré 
pornind de la secțiunea care rămîne fixă a barei va fi locul punctelor 

a . . A . 
care au deplasarea v = — iar celelalte franje sînt locul geometric al 


punctelor pentru care v diferă printr-un multiplu al pasului rețelei : 


a Mm | 
v=- AI oaie Me 1 R aea ( 


Intre două franje consecutive situate la distanța d, diferența depla- 
sărilor punctelor este a 


AV =eydy => a. 


În cazul unei rețele alcătuite din 100 linii pe centimetru (4 = 


10-2 cm) pentru o lungire specifică e = 10 2 franjele de moiré 
vor fi situate la distanța d = 10 cm; în cazul că întinderea nu este 


uniformă, informaţii nu pot fi obținute decît pentru puncte la distanțe 
egale cu cele ale moir-urilor. Pentru a obține informaţii și pentru 
puncte mai apropiate, pot fi folosite rețele diferențiale; frecvența 
liniilor la rețeaua martor este mai mare decât cea a rețelei studiate 
(de exemplu 101 linii pe centimetru față de 100 la rețeaua studiată). 
In acest caz, se poate scrie ca mai înainte: 


a 4 $ 
n= (1 — Aà) = (n — 1) TE (6.14 
unde sub forma a(l — A) s-a scris pasul rețelei martor. Rezultă 
l+e l a , a A ETS 
j= z= -> d ŞI s= — — ì. (6.15) 
i, e+ e+ A d 


Cu datele din exemplul de mai sus socotind à œ~ 10-2? rezultă 
că distanța între franje va fi: 


10—2 


d = — 
1073 -+ 1072 


= 0,9 cm, 


In zona cuprinsă anterior între două franje apar, folosind reţele 
diferențiale, 11 franje. 
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6.4.2. Rotirea rețelei* 


în cazul că cele două rețele sînt două poziții ale aceleiaşi rețele 
rotite cu un unghi 0 (mic), vor apărea franje de moiré la distanța 


J = pei, (6.10) 


Fig. 6.13 


şi vor fi orientate după bisectoarea unghiului (7 0) tăcut de cele 


două rețele (fig. 6.13). T 

În cazul că cele două rețele nu mai sînt egale ca urmare a defor- 
maţiei rețelei după direcția y definită prin lungirea specifică ai nn 
franjelor de moiré poate fi determinată socotind deplasarea v a cătuită 


* Pinînd seama de faptul că rotirile produse prin deformare sint în piei RE 
în calculele care se fac se presupun rotiri mici astfel încît să se poată considera sint az 
= tg 0 x 0. 
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dintr-o rotire v' = 0x şi o întindere v” = sy (fig. 6.14). Punctele 
de egală deplasare v sînt situate pe dreapta 
Ox + ey =v 
avînd coeficientul unghiular 
tgp=—2. 


€ 


(6.17) 


Știind că între două franje de moiré diferența dintre deplasări 
este a (pasul rețelei martor) se poate determina distanța dintre franje 


Èa a ăi fu 
piei i-a (6.18) 


Fig. 6.14 


„Măsurînd unghiul f şi distanța d dintre franje, se pot determina 
atît lungirea specifică, cît si rotirea : 


a 
e — ss [d 
2 — COS p $ 


(6.19) 


În cazul deformațiilor mici franjele de moiré sînt rare; pentru 
— 10 0 = 0,5.10-2 şi a = 0 cm se obține tg p= 0,5 şi d 

8,9 cm. 

Îndesirea franjelor de moiré poate fi realizată folosind ca rețea 
martor o rețea cu pasul a, =a (1— à); aceasta corespunde unei 
lungiri fictive e, = e + A în sensul axei Oy. Aplicînd formulele (6.17) 
si (6.18), rezultă că franjele de moiré vor fi caracterizate prin 


3) P a ai 
te DEE A (6.20) 
sA VE + N+ 02 


T 
Il 
| 
| 
| 
a 
Il 


pe baza cărora pot fi determinate deformațiile : 


a ` 
e =—cosfB— A; 
d 


a . îi N 

0 = — —sin B. (6.21) 
d 

Folosind spre exemplificare aceleași date ca mai înainte pentru 

o rețea martor avînd à = 10-2 rezultă d = 0,91 cm şi tg p = —0,0455. 


6.4.3. Starea plană de deformaţie 


Presupunem două rețele egale alcătuite din linii perpendiculare, 
una desenată pe un element plan, cealaltă servind drept rețea martor. 
Presupunem elementul plan supus unei stări de deformaţie omogenă. 
După deformare vor lua naștere două familii de franje de moiré datori- 
te deformaţiilor liniare și unghiulare (fig. 6.15). Deformaţiile liniare 


Liniile moiré produse de reteaua verticolă 


g 


e reteoua orizontal, 
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Ex Şi ep, rotirile 0, și 0, ale liniilor orizontale, respectiv verticale, 
pot fi determinate pe baza formulelor determinate mai înainte, în 
funcție de distanțele și înclinările franjelor moiré față de sistemele 
de linii paralele de pe rețeaua martor corespunzătoare: d, respectiv 
d, şi tg B, respectiv tg B, 


a4 [Zi t . 
a ana. A t s na PA * i è 
Ey - cos B, Ey = = COS By; 0, = — ~ sin bz; 0, — sin B, 
dy dy dy dy 
Lunecarea y, va avea valoarea ys = 0s — ®. 


In cazul folosirii rețelelor diferențiale în formulele de mai înainte 
în locul lungirii e se introduce termenul (e + à) în cazul că pasul 
rețelei martor este mai mic şi (e — A) în cazul că pasul rețelei martor 
este mai mare decît cel al rețelei studiate. 

În cazul stării neomogene de deformație liniile moiré nu vor mai 
fi drepte ca în cazul stării omogene, ci curbe. 

kxaminăm astfel liniile moiré produse de Depen de linii orizon- 
tale (fig. 6.16); au fost notate cu —2, —1,0, 1,2 2, liniile moiré care 
corespund deplasărilor v = — 2a; v = —a; v=0; v =a, v = 2a. 
Schimbăm notațiile față de cele precedente, care au dezavantajul 


TB 


N ` (8) 
ii 
a N Bu N 
N N 
26 ny s 
25 N 
24 $ d 
23 \ u 
22 ! 
21 od 
II D E. (A) 
X 
L i _ me Să 


că dau posibilitatea să se greşească mai uşor (de exemplu unghiul $, 
este format de o linie moiré cu axa Ox) numai din dorința de a păstra 
aceiași indici într-o formulă; cu A, notăm distanța pe direcția Ox 
dintre două linii moiré diferind cu un ordin de mărime într-un punct 
(punctul A) şi cu dy distanța măsurată de-a lungul axei Oy. Deşi în 
punctul C direcția liniei moiré este dată de tangentă, se poate admite 
pentru unghiul ß, valoarea dată de 


te B: = % (6.22) 
iar pentru 0, ý 
tg 0, = 2 (6.23) 
ha 
iar pentru lungirea pe verticală: 
ep ea E ap a 08 Bl, a ZAZA e A (6.24) 
~ Oy o Ay Dorea dy 4 
astfel încît, ținînd seama și de faptul că tg B, < 0, rezultă 
te, = —stgb: (6.25) 


ceea ce corespunde formulei (6.17) în care pentru tangentă s-a luat 
valoarea unghiului. 

În mod asemănător pot fi analizate curbele moiré produse de rețeaua 
perpendiculară paralelă cu axa Oy. 


6.4.4. Metoda grafică de determinare a detormaţiilor 


Deşi, așa cum s-a arătat mai înainte, rezolvarea analitică a proble- 
mei determinării deformaţiilor este posibilă, se preferă pentru avan- 
tajele pe care le au metodele grafice sau metodele de determinare 
directă. 

Metoda grafică se bazează pe faptul că moirc-urile sînt locul geo- 
metric al punctelor avînd aceeaşi deplasare u (pentru rețeaua cu linii 
verticale) sau v (pentru rețeaua cu linii orizontale). Deplasările puncte- 
lor a două franje de moiré vecine (aparținînd aceleiași familii) este 
egală cu pasul rețelei. 

Franjele de moiré sînt deci liniile de nivel ale funcției u(x, y), 
respectiv v(x, y). Deformațţiile pot fi determinate grafic pornind de 
la relațiile : 
ðu | o _ "ðu 


€ gs, = — Yy, 
€; > Ey > Yay 


ðx oy "Oy ðr’ Oy 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


și anume : se trasează curba de intersecție a suprafeţei de moiré stu- 
diate u(x, y) de exemplu (fig. 6.17) cu un plan perpendicular pe pla- 
nul xOy orientat după direcția dorită (Ox în figură); derivarea după 
direcția respectivă se realizează grafic prin diferențe finite împărțind 
diferența cotelor dintre două puncte de pe curba de intersecție la dis- 
tanța dintre ele. (Practic se deplasează curba u(x, y) cu distanța Ax, 
obținîndu-se direct diferențele.)*  Procedind asemănător cu liniile 
de moiré u(x, y) însă intersectîndu-le cu un plan după direcția Oy, 
e obține componenta lunecării: 0, = i = = . 

y oy 

Punctele de pe liniile de nivel u(x, y) avînd jtangenta orizontală 
sînt puncte în care 


EPN 
3 T 


Punctele singulare ale unei suprafețe de moiré, de exemplu u(x, y) 
vîrfuri sau adîncituri, reprezintă evident puncte pentru care planul 
tangent este orizontal deci derivata parțială după ori ce direcție din 
plan este nulă ; în consecință şi e, şi 0, sînt nule în punctul respectiv. 


6.4.5. Trasarea directă a liniilor de nivel £,, e, şi Yy 


Folosind rețele diferențiale, şi anume rețele martor cu pasuri 
diferite pentru analiza aceleiaşi rețele deformate, pot fi determinate 
direct liniile de-a lungul cărora deformațiile sînt constante. 

Prin suprapunerea unei rețele martor cu pasul a, = a(l — à) 
peste o rețea cu pasul 4, se obțin franje de interferență identice cu cele 
care s-ar obține dacă rețeaua studiată s-ar fi deformat cu e = À; 
punctele rețelei verticale, de exemplu, au deplasări (fictive) față de 
rețeaua martor u = AX. 

În cazul deformării rețelei studiate, franjele sînt cele care cores- 
pund unei deformații e = s + s’ = s + à. În funcție de deplasări 
aceasta se scrie: 


U tă a y (6.26) 


Punctele de pe liniile moiré u(x, y) care au tangenta orizontală, 
sînt puncte pentru care s, = — A. Unind aceste puncte, se obține o 
linie de nivel a suprafeței e,(x, y) de-a lungul căreia s, = — à. 


* Ęvident trebuie să se țină seama de scara desenului. 
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Suprapunînd peste rețeaua deformată succesiv rețele martor cu pasuri 
diferite, pentru fiecare parametru à se determină curba de nivel e, 
corespunzătoare. În mod asemănător se determină cu rețele orizon- 
tale liniile de nivel de-a lungul cărora 
e, = —) şi care unesc punctele de pe 
moir6-uri avînd tangenta verticală 
(fig. 6.18). 

Prin rotirea cu un unghi « a rețe- 
lei martor, presupuse cu pas egal cu al 
celei studiate, deplasării reale a unui 
punct i se adaugă o deplasare fictivă ; 
în cazul că rețelele sînt verticale de- 
plasarea totală este w = u + ay, în 
care u este deplasarea reală a punc- 


Cup ara de d 
A = const, 


telor; prin derivare în raport cu y 

se obține : 

ðu ðu ðu on E 
= - asau — = — — a. (6.27) 

Oy Oy Oy Oy 


Punctele de tangentă aatas sînt 


a- 
3 
ză, deci pentru care: 


— = —a = const. 


Unind pe moire-urile realizate cu rețeaua martor rotită punctele 
în care tangenta este verticală, pentru diferite valori ale unghiului «, 
se obțin liniile de nivel corespunzătoare 0, = —a; repetînd operația 
şi pentru rețeaua orizontală, se obțin liniile de nivel pentru rotirile 

prin diferență se obțin puncte care unite dau linii de egală valoare 


ale lunecării Yy- 


6.4.6. Moiré de ordinul 2 (moiré de moiré) 


Presupunem pe două clișee diferite, două imagini identice ale 
aceluiaşi tablou de moirc-uri produse, de exemplu, cu reţele orizon- 
tale. Suprapunînd cele două imagini şi dînd o translație verticală 
foarte mică Ay unui clișeu, se obține un nou moiré denumit moiré 
de ordinul 2 sau moiré de moiré (fig. 6.19). Evident este necesar ca 
moirc-ul inițial să fie suficient de des. 
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Ținînd seama că fiecare moiré reprezintă locul punctelor ale căror 


deplasări diferă cu un multiplu al pasului rețelei: 


v(x, y) = na; v(x, y + Ay) = ma; (n şi m sînt numere întregi) 


rezultă că moiré-ul de ordinul 2 va fi definit prin: 
v(x, y + Ay) — v(x, y) = (m — n)a = pa; (p întreg) 
sau dezvoltînd în serie şi neglijînd puterile superioare ale lui Ay 


Ay 2 = pa sau e, = PE (6.28) 


dy 
Curbele moire-ului de ordinul 
curbe succesive deformația liniară e, diferă prin 
'ețel ei şi Ay (v. fig. 6.19). 
rocedînd analog, se pot determina curbele de nivel e, (prin transla- 
ţia moiré-ului 4 în “dia recția axei Ox), 0, (prin translaţia moirc-ului v 
în direcția axei Ox) şi 0, translația moirc-ului 4 în direcția axei 0y). 


2 sînt deci linii de egal s,; între două 
pde arhe dintre pasul 


e rE deord. | 
=e moiré de ord. I deplasat 


x oiri de ard. T 
(moiré de moiré ) 


Fig. 6.19 


6.5. STUDIUL ÎNCOVOIERII PLĂCILOR CU AJUTORUL METODEI 
MOIRE-URILOR 


Deformarea plăcilor plane. În studiul deformaţiei plăcilor plane, 
reţelele folosite (rețeaua martor și rețeaua deformată) sînt de regulă 
imaginile unei aceleiași rețele desenate pe un ecran cilindric și reflec- 
tate de suprafața, tratată ca oglindă, a plăcii studiate (fig. 6.20). 

Dacă placa este neîncărcată, punctul P de pe placă și punctul Q 
de pe o linie a rețelei desenate pe ecran va avea imaginea în S pe 
placa fotografică. Considerînd deformaţiile mici și după deformarea 
plăcii, punctul P va avea imaginea în S care va coincide însă de 
data aceasta cu imaginea punctului R de pe rețea. Fixînd cele două 
imagini ale rețelei suprapuse pe aceeași placă fotografică, vor apărea 


franje de moiré dacă cele două puncte Q şi R se găsesc unul pe o bandă 
întunecată, celălalt: pe o bandă albă a reţelei, deci dacă 


Pg ë TE. oC 
QR = (2n + 1) 3 (6.29) 
în care a este pasul rețelei, iar n un număr întreg. 
Lungimea arcului OR poate fi determinată în funcție de rotirea 
> şi cota y a punctului P al plăcii: 


— >T 


QR = 2R|1 — (6.30) 


—— 
În cazul că R = (3 ... 3,5) Z, pentru arcul QR poate fi aplicată 
u destulă precizie formula simplificată, și anume : 


OR = 20. (6.31) 


x 
Hgalînd cele două expresii ale arcului QR, rezultă că franjele de 
moiré sînt locul punctelor pentru care înclinarea tangentei la placă 
are valoarea : 


2n + 1 


E a a (n =0,1,2...), (6.32) 


Diferența înclinării tangentei la placă pentru punctele situate pe 
franje de moiré consecutive este: 


ETER (6.33) 


În cazul general de încovoiere a plăcilor, este necesar să se facă 
două determinări de franje moiré: o primă determinare de franje 
avînd generatoarea oglinzii cilindrice paralelă cu axa Oy, prin care 
se obțin înclinările 

2ng + 1) a 
p ee HEEN PORAT T 
4 l 
cea de a doua determinare de franje moiré se obține prin rotirea cu 
90° a rețelei cilindrice determinîndu-se : 


2ny +- 1) a 
Py L EAA (m= 0 l, 2 oa 
4 l 
* Suharev I. P. Issledovanie izghiba plastin peremennoi jestcosti muar — otra- 
jatelnîm metodom. Din culegerea: Rasceti na procinosti. Vol. 11, Moskva, Izd. „Maşi- 


nostroenie”, 1965 


Wa 


"3 


în 


Fig. 6.21 


Notînd cu K numărul de ordine al unei franje, aceste expresii se 
pot scrie: 
ðw i ðw 5 a: 
ge SNo 3 op a e RR Ai (6.34) 
Ox ` Oy 
Prin derivare, deci aplicînd unul din procedeele arătate mai înainte 
(fig. 6.21) se determină componentele curburii plăcii: 


1 ow Jox l 02w Ay 
= = == s - Z — = k $ 
Px Qx? ox Py Oy? Oy 

1 ___0?w O Oy Ooy 

Pay 0+0y Ox Oy 


Momentele încovoietoare se determină cu ușurință din expresiile 
(4.42) 


220 Jw Ow 2w 
M, = D 020 ' y9 |: M, = D EA e 
gx? 0y? $ 0y? ga? 
3229 28 
MoS DH = pa i, 
F 0x0y 12(1 — vx?) 


6.6. METODA MOIRE-URILOR. TEHNICA EXPERIMENTALĂ. APLICAȚII 


Problema principală a tehnicii metodei moirs-urilor este realizarea 
rețelei cu desimea de linii şi precizia dorite. Prin tehnici de laborator 
avansate, s-au putut obține rețele avînd 10, 20, 40 şi chiar 80 linii 
pe milimetru. De obicei rețeaua se realizează pe un film fotografic, 
se lipește, cu ajutorul unui adeziv (emulsie de araldit de exemplu), 
pe fața plană a piesei care trebuie studiată, după care se îndepărtează 
filmul rămînînd numai partea de emulsie fotografică fixată. În cazul 
metalelor, deseori rețeaua se imprimă pe suprafața laterală a piesei 
studiate prin atac cu acizi. In cazul studiului stării plane rețeaua ori- 
zontală se fixează pe o parte a piesei, iar rețeaua verticală pe cealaltă. 

Alcătuirea modelului se face la scară; sînt preferate materiale 
sintetice cu deformaţii relativ mari. În cazul plăcilor, modelul plăcii 
se realizează de obicei dintr-o sticlă organică, oglinda realizîndu-se 
prin depunerea prin metalizare a unui strat subțire de aluminiu, 

Tehnica experimentală în principiu este simplă. Se fotografiază 
rețeaua nedeformată (modelul neîncărcat) și pe același clișeu se foto- 
grafiază şi rețeaua deformată. Executînd operația pentru cele două 
fețe, se obțin două imagini de moiré-uri care pot fi analizate grafic. 


]] — Probleme moderne ale rezistenţei materialelor 10] 


, 


În cazul plăcilor, cele două imagini ale moiré-urilor se obțin fotogra- 
fiind pe același clișeu rețeaua reflectată de placa descărcată şi apoi 
fie iati se fac două clişee : unul în situația că rețeaua cilindrică 
are generatoarele orientate după o direcție şi al doilea cu generatoarele 
orientate după o direcție AI aAa pe prima. 

O tehnică experimentală mai i complicată este necesară în cazul 
că pentru studiul mai a nănunțit prin îndesirea franjelor de moiré 
se folosesc rețele diferențiale. În acest caz, trebuie fo losite două rețele : 
rețeaua de pe model și rețeaua martor. Pentru a obține rețeaua mai 
îndesită sau mai rară (diferențele sînt de ordinul 1%), se apelează 
la mijloace mecanice. O rețea este trasată pe un suport, de obicei 
dintr-o rășină sintetică, fotografiată pentru rețeaua martor ; suportul 
este apoi supus la compresiune sau întindere titei pînă se obține 
deformația dorită şi se fotografiază rețeaua deformată care urmez 
să fie aplicată pe model. Obţinerea franjelor de moiré prin suprapune- 
rea celor două rețele fie la suprafața modelului încărcat, fie la sup 
fața plăcii sau filmului care se impresionează, constituie o b: 
ingeniozitate și de muncă meticuloasă pentru cercetători. 
posibilitatea ca rețeaua diferențială să se obțină prin fotog i 
de la distanţe diferite (sau prin reglarea diferită a obiectivului), a 
rețelei nedeformate și deformate. 

În studiul stării plane de eforturi, metoda moir6-urilor 
la studiul solicitărilor dinamice utilizînd cigematygtaijere 
(în cazurile cu simetrie se fotografiază în acelaşi timp și 


steaua ori- 


zontală şi cea verticală dispuse în zonele simetrice), şi la 
studiul deformațiilor datorite curgerii lente. Sînt unele încercări de 


a face determinări în cazul stării spațiale de eforturi prin încorpora- 
rea de rețele în secțiunile interesante ale unui model (în modele din 
ari aa, rețele fixate pe un suport tot din araldit de exemplu). 

Pe lîngă î încovoierea plăcilor plane, unele studii marchează posibili- 
tatea folosirii metodei moiré-urilor la studiul suprafețelor cilindrice, 
prin proiectarea unei rețele plane de referință pe suprafața laterală 
lucioasă a unei suprafețe cilindrice. Suprapunerea imaginii obținute 
peste o altă rețea de referință dă naştere la moiré-uri care reprezintă 
conturul pantelor parțiale ale suprafeței deformate. Înregistrarea 
imaginii se face cu ajutorul unui aparat fotografic de tip periferic. 
Sînt de asemenea unele studii asemănătoare privind aplicarea metodei 
la studiul suprafețelor cu dublă curbură. 

Pentru studiul imaginilor, au fost, în unele cazuri, folosite filtre 
optice și numerice; ca și la imaginile obținute prin fotoelasticitate, 
se caută ca analiza lor să se facă cu ajutorul calculatoarelor electronice 
folosind mijloace automate de explorare (uneori și de retuşare a 
imaginii). 
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6.7. ANALOGII 


Analogia este relația dintre două mulțimi de elemente echivalente 
care constă în faptul că între elementele corespunzătoare ale celor 
două mulțimi există relații egale. Analogia se numeşte totală sau 
parțială, după cum relațiile egale există între elementele tuturor sub 
mulțimilor sau numai între elementele anumitor submulțini din cele 
două mulțimi considerate; mai general, identitatea ecuaţiilor care 
exprimă legile a două ramuri de cercetare ale fizicii, cele două ramuri 
diferind numai prin sensul fizic al mărimilor care intervin în ecuaţiile 
corespunzătoare, constituie o analogie. Fenomenele de studiat. se 
produc într-un anumit sistem fizic, iar fenomenul analogic în altul. 
În aceste condiții, ultimul sistem fizic se numește modelul primului 
sistem*. 

Pe această bază, studiul prin analogie urmăreşte stabilirea compor- 
tării unui sistem fizic observînd comportarea modelului cu care sis- 
temul studiat este analog în laturile esenţiale ale comportării ; se pre- 
supune și se demonstrează că la excitații asemănătoare și răspunsurile 
vor fi asemănătoare. 

Latura esențială a analogiei dintre două sisteme este constituită 
de identitatea ecuațiilor lor fundamentale. În această situație, ecuaţiile 
fundamentale, atît cea a sistemului, cît și cea a modelului, trebuie 
bine cunoscute ; nu pot fi obținute informații prin analogie între sis- 
teme fizice, dacă problemele nu pot fi abstractizate, exprimate cu 
siguranță în formă matematică. De aceea, studiul prin anal 
sistemelor fizice trebuie să conțină în prima etapă un proces de abstrac- 
tizare matematică : determinarea ecuațiilor fundamentale, a sistemuiui 
și a modelului, precum și stabilirea identității dintre ele; pe aceast: 
bază se realizează modelul (ca structură și excitație); ultima etapă 
a studiului o constituie stabilirea (prin calcul sau măsurări), a unor 
mărimi în model şi transcrierea rezultatelor pentru sistemul original. 


Socotind această condiție drept fundamentală, chiar calculul 
matematic poate fi socotit ca un caz particular de studiu prin analogie : 
proprietățile esențiale ale sistemului sînt abstractizate şi puse sub 
formă de expresii matematice. În măsura în care problema este corect 
pusă, soluția matematică transpusă pentru sistem constituie răspunsul 
sistemului fizic : expresia matematică poate fi deci considerată drept 
modelul matematic al sistemului fizic. 

În cele ce urmează însă, termenul de analogie va fi rezervat studiului 
în paralel a două sisteme fizice diferite, de exemplu un sistem mecanic 


* Definiţie preluată din Lexiconul Tehnic Român. 
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şi unul electric, sau chiar două sisteme mecanice aparținînd însă unor 
clase de fenomene deosebite. 

Marele avantaj al studiului pe bază de analogie stă în faptul că 
orice proprietate a unuia din cele două domenii poate fi transpusă 
în celălalt domeniu. Înlocuind calcule deseori foarte dificile, în special 
de integrări în anumite condiţii la limită, prin măsurări şi citiri, mode- 
lul poate fi considerat drept un calculator. Acest avantaj se face sim- 
țit în special în cazurile în care din cauza condiţiilor pe contur mai 
complicate, trebuie să se apeleze la metode numerice de calcul. Nu 
poate fi însă neglijat și un alt avantaj, şi anume posibilitatea de a 
obține reprezentări mai simple, mai accesibile, cu ajutorul cărora se 
intuiesc cu ușurință unele fenomene mai complicate sau abstracte. 

Ca mijloc de intuire și chiar de memorare sînt unele analogii me- 
canice folosite pentru stabilirea mecanismului de rezolvare prin itera- 
ție a unor sisteme simultane de ecuaţii liniare ; este vorba de metoda 
repartizării şi transmiterii momentelor a lui H. Cross şi metoda rela- 
xării a lui V. J. Southwell. Modul de desfășurare a calculelor reproduce 
în ambele cazuri o serie de operaţii imaginate pe un model mecanic. 

Datorită avantajelor, unele analogii în domeniul mecanicii tehnice 

cum este analogia dintre ecuația diferențială a fibrei medii defor- 
mate şi relațiile diferențiale dintre eforturile (M, T, p) din grindă — 
au devenit clasice. Menționăm, de asemenea, analogia dinamică a lui 
Kirchhoff care se întemeiază pe identitatea dintre ecuațiile diferen- 
tiale ale axei deformate (cu deformații mici) a barei subțiri solicitate 
de sisteme de forțe activînd la extremități pe deoparte și cele ale miş- 
cării corpului rigid în jurul unui punct fix pe de altă parte (fig. 6.22). 
Soluţii stabilite de dinamica corpului rigid au fost aplicate la flambajul 
inelului circular supus unei presiuni uniforme, la flambajul lateral 


2 
(h) ES =—61sn0 


Fig. 6.22 


al grinzii drepte cu secțiune dreptunghiulară îngustă etc. În aceeași 
categorie menționăm analogia dintre ecuațiile mişcării lente plan para- 
lele ale unui lichid vâscos cu problema plană a teoriei elasticității şi cu 
problema plăcii plane încărcate transversal; analogia dintre compor- 
tarea elastică şi comportarea vîsco-elastică a unui corp etc. 

Dacă analogiile menționate extind 
ntr-un domeniu rezultatele obținute 
prin calcul în alt domeniu, analogiile 
constituie de asemenea baza unei tot 
mai ample activități de studiu experi- 
mental pe modele a unor sisteme fizice 
studiate de mecanica construcțiilor. 

Una din cele mai cunoscute analogii 
este analogia de membrană a lui L. 

Prandtl, care se bazează pe identitatea 
dir ntre ecuațiile diferențiale ale deforma- 
tiei unei membrane subțiri supuse la o 
presiune uniformă şi cea a torsiunii ba- 
relor prismatice. Pe lîngă faptul că sim- 
plifică considerabil calculele (cazul 
secțiunii dreptunghiulare înguste şi a 
profilelor cu pereți subțiri) şi sugerează Fig. 6.23 
starea de tensiune în cazul unor secțiuni 
mai complicate, ea constituie baza unei tehnici experimentale care 
s-a dezvoltat foarte amplu în vederea stabilirii cu un grad de precizie 
ridicat, a eforturilor unitare datorate torsiunii. 

Principiul analogiei este cunoscut : torsiunea barei prismatice poa- 
te fi descrisă cu ajutorul unei funcții de tensiune Ọ care îndeplinește 
condiţiile [v. relațiile (4.30) — (4.32)]. 


Ap = —2G0; 29 


(0), = const; $c;3 ds = 2G04,. 


Efortul unitar tangenţial într-un punct este derivata acestei funcții 
On 
Aceste condiții sînt verificate şi de ecuația unei membrane subţiri 


cu deformaţii mici întinse pe un contur plan sub acțiunea unei presiuni 
uniforme p (fig. 6.23) 


Ai ei ra Ea (w), = const. ; fe d ds = PA; 
t ðn 
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D==—=—== 


Pe această bază s-a stabilit metoda experimentală de studiu pentru 
torsiunea barei prismatice : pe un contur care reproduce la scară con- 
turul barei solicitate la torsiune, este întinsă o membrană foarte sub- 
țire (de preferință o membrană realizată cu ajutorul unei emulsii 
de săpun) sub presiune constantă ; determinarea efortului tangenţial 
într-un punct se reduce la determinarea înclinării liniei de cea mai 
mare pantă în punctul respectiv.* 

Metoda a fost extinsă de Nâdai pentru bara solicitată la torsiune 
în domeniul plastic prin analogia figurii de nisip (panta constantă 
a taluzului natural reprezintă efortul unitar constant 7 = 7). 

S. Timoshenko extinde metoda — sub denumirea de metodă a 
membranei de presiune nulă — pentru determinarea eforturilor tan- 
gențiale în grinda dreaptă solicitată la încovoiere. Aceste eforturi 
|v. relațiile (4.35), (4.36) ] pot fi deduse tot dintr-o funcție de tensiune 
P care de data aceasta verifică ecuația lui Laplace AP = 0 și are pe 
contur valori date de relația : 


e y2 4 Py? 
l» - dy — NET y 
Fg MLE 31 


(Ph = 


P 
7 


Eforturile unitare tangențiale se determină prin derivare: 
oP Pa v Pia a Ob 


dy 21 (li) F 


Va 


> ya 


k Qx 


În acest caz, membrana este întinsă și menținută în poziție de 
echilibru elastic pe un contur spațial; pantele în diferite puncte ale 
membranei se determină de regulă prin metode optice. 

O altă metodă experimentală care a fost folosită pentru determi- 
narea funcției de tensiune în cazul stării plane de eforturi, este bazată 
pe analogia dintre ecuația fundamentală a stării plane de tensiune 
şi cea a plăcii plane subțiri deformate fără încărcare transversală, 
imaginată de Wieghardt încă în anul 1908. 

Funcția de tensiune (a lui Airy) verifică ecuația: 


AAC = 0; 


* Dificultăţile întimpinate de experimentatori în realizarea unei membrane subțiri 
întinse sub tensiune uniformă, care să răspundă și condiției de deformaţii mici 
ocolite, membrana devenind meniscul de separație între două lichide nemisci 
sități egale (de regulă electrolit şi clorotoluen, sau nitrobenzen și tolue 
1,08). În majoritatea cazurilor, determinarea pantelor se face prin mijloa ( 
flexia sau refracția razei de lumină, aceasta din urmă imprimindu-se pe hirtie foto sen- 
sibilă) şi prin metode fotogrametrice ; există și unele dispozitive automate de determina- 
re a pantelor şi înregistrării lor pe placa fotosensibilă. 


i fost 
de den- 


ptice (re- 
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ir eforturile unitare au componentele [v. relațiile (4.19) şi (4.20)] 


ko RP 


op ðr? 


Rcuația generală a plăcii plane 


AA w = 


gop 


tey 
04+0y 


h 


D 


absența părții din dreapta devine în totul asemănătoare celei a 


funcției de tensiune. 


Zona din apropierea unui punct al suprafeței plăcii plane poate 
descrisă cu suficientă aproximație de ecuația : 


XY 
w == — 
Pay 
Î Pef s 
n care cu —: — ṣi — s-au notat componentele curburii în punctul 
Ox 9 Pa 
espectiv : 
w 1 `. 1 gw 4 
Qx? Py pzy 0x0y | 
| ri 2 aia rare 
In aceste condiții, problema =] | m 
determinării eforturilor într-un do- WE | 


meniu plan se reduce la realizarea 
unei plăci subțiri flexibile (chiar 
din cauciuc) (fig. 6.24) modelate la 
scară pentru a reproduce domeniul 
studiat şi la măsurarea curburilor 
de obicei pe cale optică (determi- 
nînd intermediar pantele) sau cu 
ajutorul sferometrelor. Dacă meto- 
da se poate aplica cu relativă uşu- 
riță la domeniile simplu conexe, 
problema este mai complicată pen- 
tru domeniile multiplu conexe; în 
acest caz, contururile interioare ale 
plăcii trebuie menținute la cote și 
cu pante rezultate din condiția 
de contur. 

Q interesantă analogie a imagi- 
nat Biot pentru determinarea efor- 
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s 
turilor în cazul stării plane de eforturi, datorită acțiunii forțelor masice, 
în particular a greutății proprii cu ajutorul stării de eforturi produse 
de acțiunea unor forțe aplicate pe contur. 

În cazul greutății proprii, forțele masice derivă dintr-un potențial 
V. Se ştie că eforturile unitare determinate de forțele de pe contur 
şi de forțele masice derivînd dintr-un potențial sînt : 
Ro [0 pu) 7 [eul] 


= Pi ps Pi apar 


Ei 


Cý ; 
oy? i 0x? ðx 0y 


Funcția de tensiune Ọ verifică condiția 
A b=0 
avînd pe contur valori bine definite*. 


În condițiile de contur dacă se înlocuiesc forțele 


(X= Fha şi Eim a Y 


în expresii apar numai forțe pe contur (l şi m fiind cosinusurile direc- 
toare). 

În cazul gravitației, potențialul de forțe este: V = pgy. În acest 
caz, forțele de suprafață și cele masice pot fi înlocuite cu sistemul 
de forțe de suprafață: 


X’ = (X — peyl) 


Y' = (Y — pgym). 


De exemplu, un baraj solicitat numai de greutatea proprie pe con- 
tur nu este solicitat de forțe, deci: X = 0; Y = 0. Sistemul de forțe 
de suprafață echivalent forțelor masice este X’ = — peyl şi Y’ = 
= — pgym ; acest sistem de forțe poate fi realizat printr-o presiune 
hidrostatică acționînd asupra modelului răsturnat (x = 0, y = 0 sînt 
la baza barajului) (fig. 6.25). 

Pe o scară tot mai largă se folosesc ca sisteme fizice analoge, sis- 
temele electrice fie sub formă de cîmpuri de potențial continue (cuva 
electrolitică de exemplu), fie sub formă de rețele alcătuite cu elemente 
pasive sau cu elemente active. 


* Detalii sînt date în M. Hetenyi „Handbook of Experimental Stress Analysis” 
J. Willey, 1954. 
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Avantajele sistemelor electrice, care le fac preferate altor sisteme, 
rezidă în cunoaşterea perfectă a legilor fundamentale ale sistemelor 
electrice, în relativa uşurinţă de confecționare a unor sisteme oricît de 
complicate la un grad de precizie predeterminat, în elasticitatea lor 


Domeniul Modelul 


Fig. 6.25 


în sensul că pot fi cu ușurință modificate pentru a fi aplicate altor 
structuri, ca şi în gradul de precizie cu care se pot face determinările 
prin măsurări. 

Principiile de bază ale modelării electrice sînt bine stabilite de 
cîteva decenii; analogia electrohidrodinamică, folosind ca model 
un cîmp de potențial electric continuu, a fost fundamentată de N. N. 
Pavlovski (U.R.S.S.) în anul 1922, iar analogia de rețea electrică ca 
model discontinuu al unui mediu continuu, în anul 1926 de S. A. 
Gherşgorin (U.R.S.S.). În următoarele două decenii, aplicaţii în do- 
meniul construcțiilor apar numai sporadic şi limitate la unele probleme 
relativ simple ; în ultimii 15 — 20 ani însă, au început să apară nume- 
roase lucrări prezentînd soluții pe bază de analogii electrice pentru 
problema torsiunii barei prismatice, a corpului de revoluție, problema 
plană a elasticității, calculul plăcilor plane la încărcări transversale 
și vibrații, calculul sistemelor articulate, al cadrelor etc. și chiar unele 
probleme reologice. 

Analogia electrohidrodinamică este folosită în practica inginerului 
constructor pentru a rezolva în principal problemele de curgere prin 
medii poroase (probleme de filtrații), de obicei cu ajutorul cuvei electro- 
litice. De aceea ea nu va fi tratată în continuare, oprindu-ne mai 
mult la folosirea rețelelor electrice. 
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6.8. REȚELE ELECTRICE ANALOGE PENTRU REZOLVAREA UNOR PROBLE- 
ME DE REZISTENŢA MATERIALELOR 


Rețele cu rezistori. Aşa cum s-a arătat în $ 5.1, prin metoda 
diferențelor finite ecuația lui Poisson 


T e 


x? 0y2 
poate fi scrisă sub forma: 
i at m — ds = MS, (6.35) 


Tm T1 


in care cu f; s-a notat valoarea funcției f(x, y) în punctul i, iar h, 
Yas.. W sînt valorile funcției y în punctele notate cu 1, 2, ... n 
reprezentînd nodurile unei rețele alcătuite din pătrate cu latura / 


Presupunem rețeaua de puncte materializată printr-o rețea de 


conductori electrici (fig. 6.26) avînd între noduri rezistențe egale KR 
ȘI fiecare nod alimentat cu curenți de intensitate l; proporționali 
cu valoarea părții drepte a ecuației (6.35) 


Le = fa. (6.36) 


Notînd cu V, diferența de potențial a nodului ș, față de un potențial 
de referință, se poate aplica legea curenților lui Kirchhoff care conduce 
la expresia : 


4V; = —RI,, (6.37) 


Din compararea relațiilor (6.35) si 
(6.37) rezultă că diferența de poten- 
țial V; înmulțită cu un coeficient de 
transformare k, reprezintă tocmai va- 
loarea 4; a funcției V în punctul i 


h?fi 1 
Yi = kV; ka = > = 
Rl; RR 


(6.38) 


Determinarea valorilor funcției 4 
se reduce astfel la măsurarea „unor 
diferențe de potențial. Evident,. re- 
țeaua electrică trebuie astfel. con- 
struită, încît să reproducă pe contur 
condiţiile domeniului real studiat 
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Cunoscînd valorile funcţiei V se poate determina polinomul de inter- 
polare dat de formula lui Newton pentru orice serie de puncte colinia- 


re |v. expresia (5.5)]*. 


In cazul torsiunii barelor cu secțiune necirculară, modelul electric 
e realizează izolînd în rețea un domeniu reprezentînd la scară conturul 
secțiunii studiate. Pe contur funcția de tensiune are valoare constantă : 
nodurile de pe contur se scurtcircuitează și se leagă la o bornă a bate- 
iei de alimentare (fig. 6.27). Nodurile interioare se alimentează cu 
urenți de intensitate egală (I; = k,G072). Se măsoară în noduri 
literențele de potențial care sînt proporționale cu valorile funcției 

tensiune : 


h= RV, = Ev, 

Pe această bază au fost determinate valorile funcției de tensiune 
pentru secțiunea dreptunghiulară cu gol pătrat pentru curbele Î = 

const (fig. 6.28). 

Condiţiile de simetrie au permis limitarea studiului la porțiunile 
mai restrînse delimitate de axele de simetrie dublînd însă rezistența 
conductoarelor de-a lungul acestor axe. 

În cazul că ecuaţia care trebuie rezolvată este ecuația lui Laplace 
AD = 0, ecuația în diferențe devine: 


Pi T Pk T P: P Om — 4o, =U 


t 
ZA 
| “mA E a 
$ 2 
i” Pi Pr SA 
Alimentare | co | f 
| f g > re] 
ANTES II A e, f Pä | | 
HD -OCTO | „03 
| do fs tat / pă A G 
FOICE 7 mY ( 7 ) sc 
iile 9 ai îi 
i 3 R 38 
Rp ale | i 
bet d A A 


Model (retea) 


* Sînt şi formule de integrare aproximativă pentru funcţiile care satisfac ecuaţii 
isson care conduc însă la calcule mai laborioase. 


care corespunde ecuației deduse din legea curenților într-un nod ne- 


alimentat 


V; + F; = F; Hir Fo A 4V, = 0. 


Fig. 6.28 


In acest caz se asigură condiţiile pe contur prin diferențele de 
potenţial impuse : diferențele de potenţial la punctele din interior sînt 
proporționale cu valorile funcției în punctele respective. 

Cu această metodă pot fi determinate eforturile unitare tangenţia- 
le în barele solicitate la încovoiere. Așa cum s-a văzut, funcția de 
a i Ọ verifică ecuația lui Laplace Ad = 0, iar pe contur are 
valorile 


> 


F Vă v 
ID) Da A ES RI 
(9), 7 | H 2(1 +) SI 


Py3 


Se izolează în rețea conturul; în nodurile de pe contur se asigură 
diferențe de potențial proporționale cu (0), în punctele respective. 
Nodurile interioare ale rețelei nu sînt alimentate ; diferențele lor de 
potenţial sînt proporționale cu valorile funcției q. í 
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În cazul că nodurile rețelei sînt conectate la pămînt prin rezistori 
(fig. 6.29) (nodul i legat prin rezistorul R,;) diferențele de potențial 
verifică relația (calculată în nodul 5) 


Pete ore Pash Farm Pa de ri, ee 


55 


Această dispoziție modelează ecuația (exprimată în diferențe fini- 
te) de stabilitate : 


Aw +- u(x, y) w = 0. 


ə o )2 ; i 
În cazul că u(x, y) = [| este constant, se obține ecuația lui 
C 


Helmholtz 


care descrie oscilația staționară a membranei vibrante fixate pe con- 
tur, ecuație care se poate aplica și plăcilor subțiri. Cu ajutorul rețelei 
descrise pot fi determinate deplasările membranei pentru modul de 
vibrație fundametal și modurile superioare de vibrație prin variația 
valorii rezistențelor de conectare a nodurilor la pămînt. Realizarea 
analogiei necesită însă rezistențe negative, a căror realizare complică 
într-o oarecare măsură schema instalației.* 


* Swenson G. W. şi Higgins Th. J. „A direct current network analyzer for sol 
ving wave-equation boundary value problems.” În J. Appl. Physics vol. 23, Nr. |, 
ian., 1952. 


Cu ajutorul rețelelor cu rezistori, pot îi rezolvate problemele stării 
plane de tensiune descrise de ecuaţia biarmonică și problemele încovoie- 
rii plăcilor plane : în cazul de față, două rețele asemănătoare denumite 
în cele ce urmează rețelele y şi O alcătuite din ochiuri de aceleași 
dimensiuni aşezate față în față, cu nodurile conectate prin rezistori 
de rezistență ohmică 7 mare în raport cu R şi R’, valorile rezistențelor 
cu care sînt conectate nodurile rețelelor V respectiv Ọ (fig. 6.30). 
Notăm cu I; curenții cu care sînt alimentate nodurile rețelei ù şi 


cu l; curenții care trec din rețeaua V în rețeaua Ọ®. Aplicînd legea 


a II-a a lui Kirchhoff, valoarea curenților /' poate fi determinată 
sub forma : 


în care 4; şi e; sînt diferenţele de potențial în nodurile rețelei 4 res- 
pectiv O; diferențele de potenţial g, pot fi neglijate în raport cu y,, 
ținînd seama de căderea de tensiune datorită faptului că rezistențele 
ohmice 7 sînt mari, 

Aplicînd legea curenților în nodul i al rețelei O în funcție de dife- 
rențele de potenţial o, se obține: 


O; o L g Lae 40: = — = i 
F3 PI T Pè Orin 4 p = Yi- 


Fig. 6.30 
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Această expresie împărțită cu 4? (h fiind lungimea ochiului rețele 
or) reprezintă laplacianul funcției ® (în diferențe finite) în punctul 7 


R yi 
(Ad); = — z 
ă ideră ă ste funcția de tensiune (a lui Airy) laplacia 
Dacă considerăm că Î este funcția de tensiune (a lui Airy) laplac 
. X : e SPER EEN, au tea x Hpi 
nul reprezintă suma eforturilor unitare normale în punctul t, tinind 
seama că: 
PP y gO 
0, = — ŞI o =—: 
4 gy? a gx? 
Suma eforturilor unitare este descrisă de funcția p} care verifică 
ecuația lui Laplace : 


o, + o = A = ky; Ay=0 


x 
modelată de rețeaua V cu condiția ca nodurile ei să nu fie alimentate 
{; == O): | 
Modelarea problemei plane a teoriei elasticității cu ajutorul rețelei 
duble cu rezistori (fig. 6.31) se realizează deci în modul următor: 
în cele două rețele se izolează conturul care reprezintă la scară 
domeniul care se studiază ; 


mii ™—Hlh 


ts JS 


oc 
oA 


ooo0oo0oo 


o oc 


00000 


Rejea ġ 


09090 


d, 


— se modelează condiţiile pe contur: prin reglări succesive se 
asigură în nodurile de pe conturul rețelei O diferențe de potențial 
proporționale atît ca valori cît şi ca gradient cu valorile şi gradientul 
funcției de tensiune în punctele corespunzătoare ; 

— se măsoară diferențele de potențial din rețeaua O care sînt 
înscrise şi cu ajutorul cărora se determină eforturile unitare într-un 
punct, fie în diferențe finite: 


Pa Po i Pp 
4h? 


(Tay); = 


fie prin derivare după ce se determină expresia funcției de tensiune 
printr-una din metodele de integrare sau interpolare. 

În mod asemănător se rezolvă problema încovoierii plăcilor plane, 
folosind relaţiile (4.47), (4.48) şi (4.49). Despărțind ecuația generală 
a plăcilor în cele două ecuaţii diferenţiale : 


K? 


PM pM __ p 
Da Qy? 

gu i M 
0x? j D 


tese în evidență imediat că cele două rețele plane reprezintă : prima 
rețeaua M, iar cea de a doua rețeaua w. Modelarea problemei se face 
în modul următor : 

- se izolează în cele două rețele un contur care să reprezinte la 
scară conturul plăcii ; 

- nodurile de pe contur se mențin la diferențe de potențial care 
corespund condițiilor de moment încovoietor şi de deformaţie a plăcii 
pe contur ; de exemplu, la placa poligonală simplu rezemată pe contur, 
atât w cît și M pe contur sînt nule astfel că în cele două rețele conturul 
se scurtcircuitează și se leagă la o bornă a bateriei de alimentare: 

— nodurile rețelei M se alimentează cu curenți proporționali 
cu încărcarea aferentă nodului: 

I; = ph; 
se măsoară diferențele de potenţial în rețeaua w și M şi se 
determină momentele încovoietoare. 

Practica modelării, în special la realizarea condițiilor pe contur, 
duce la operații mai laborioase; realizarea diferențelor de potențial 
impuse pe contur necesită ajustări succesive pentru că fiecare modifi- 
care a diferenței de potenţial la un nod are ca efect modificarea dife- 
rențelor de potențial în toate nodurile de pe contur. 
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Menţionăm că totuşi, datorită simplităţii construcției şi modelării 
relativ ușoare a condițiilor, rețeaua a fost aplicată cu succes în rezol- 
varea unor probleme ale plăcilor plane solicitate de sisteme de forțe 
în planul median sau transversale. Unii cercetători au reușit să auto- 
matizeze reglarea diferențelor de potențial pe contur, pentru a evita 
volumul mare de muncă cerut la rețelele cu un număr mare de noduri*. 

Retele cu bobine şi condensatori. O altă rețea aplicată cu succes 
în cazul stării plane de eforturi a fost realizată de G. Kron utilizînd 
bobine electrice şi condensatori. Schema fundamentală și cea simpliti- 
cată sînt date în fig. 6.32, a şi b. | 

Valorile admitanțelor condensatorilor şi a bobinelor, precum şi 
intensitatea curenților, sînt astfel alese încît în nodurile notate u să 
fie modelate ecuaţiile diferenţiale de echilibru pe orizontală 


Jos | Ora __ 0 


Ox Oy 


iar în nodurile v, ecuația diferențială de echilibru pe verticală 


Rețeaua modelează condițiile de echilibru. Valorile admitanţelor 
B . . A 9) i d 
elementelor de circuit sînt următoarele : 


E i] 
|| 3 
je Ele- 2 fi Ele- PIN S 
Ta Admitanța ment Adđdmitanța ment Admitanţa 
| 
| | 
nAxAz nAz 
- 2G) b G c G 
mAy mx 
i a 3 _ : bm 
nAz nAxAz EU] / nAyAz a 
d e cr (A + 2G) Í ENT 
m mAy mÀx 
nAz nAz) 
g = G h Å 
m m 


În aceste expresii, Ax Ay Az sînt dimensiunile elementelor în care 
a fost împărțit corpul studiat: G și à sînt constantele elastice 
~ E d vE : 
G =L = so 
2(1 + v) (1 + v)(1 — 2y) 


* Hlinka J. W. şi alții „An automatic network analog computer for the solution 
of the biharmonic equation”. J. Appl. Mech. vol. 30, nr. 1, mart. 1963. 
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| + Sai 
CERE 


———— es 


m este factorul de transformare a forțelor în curenți (kgf/A), iar n 
factorul de transformare a deplasărilor în diferențe de potenţial 
(em/V). 
Tehnica modelării este următoarea : 
se izolează în reţea la scară conturul domeniului studiat; 
condițiile de contur se modelează alimentînd nodurile de pe 
contur cu curenți proporționali cu componentele forțelor de contur, 
şi anume: componentele normale într-o serie de noduri ale fiecărei 
rețele (u respectiv v), iar cele tangențiale în altă serie. De exemplu: 
I = mMo,ÂAXĂz ; 
se măsoară diferențele de potențial care sînt proporționale 
cu deplasările u şi v ale punctelor; pe această bază se determină 
lungirite specifice și lunecările și, aplicînd legea lui Hooke generali- 
zată, eforturile unitare. 
Notînd cu V, şi V, diferența de potenţial față de pămînt a unui 
nod: din rețeaua w, respectiv rețeaua v, deplasările punctului cores- 
punzător al domeniului elastic sînt: 


Notînd cu AV,, respectiv AV, diferențele de potenţial între două 
noduri vecine, se obțin lungirile specifice 


Sp > , Sy 


AVu AV, (AV , AV) 
iy "| r, T 
Ax Š Ay 


n —; Sp = n—; y 
Ay Ax 


Numeroase aplicații au fost realizate cu rețeaua simplificată (v. 
ig. 6.32, b). Rezultatele au suferit însă din cauză că folosindu-se 
curent, alternativ, defazările au ajuns la valori care nu puteau fi negli- 
jate ; rezolvarea acestei situații a fost găsită de unii cercetători în 
curenți adiționali în fază cu tensiunea. Pentru a îmbun: ătăți soluția, 
inii cercetători adaugă o fază de calcul în verificarea curenților din 
oduri (cu ajutorul legii lui Kirchhoff), pornind de 1a diferențele d 
potențial măsurate și valorile nomine le ale admitanțelor a anii 
or de circuit. 

cu toate că în special în nodurile în care diferențele de potenţial 
sînt mici apar abateri relativ mari, rețeaua este utilizată şi pentru 
posibilitatea de a modela starea de eforturi datorite forțelor masice ; 
forțele masice sînt modelate prin curenți cu care sînt alimentate nodu- 
rile interioare ale reţelei. 

O interesantă aplicație o constituie determinarea eforturilor uni- 
tare într-un bloc de beton lung, datorită cîmpului termic produs prin 
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priza cimentului“. O dată cîmpul de temperatură determinat, se 
determină forțele masice de contur și fictive 


forțele masice ; 


rezete (4 ag Y o= = cos (n, y) forțele de contur 
áy 4y 

Acestea înmulțite cu factorul de transformare m (evident după 
înmulțirea cu elementul de volum AxAyAz, respectiv de suprafață 
AxAy), dau valorile curenților cu care sînt alimentate nodurile rețelei. 
În fig. 6.33 sînt reproduse etapele : a) epura deplasărilor (în microni) : 
u (linii întrerupte), v (linii continue) ; b) eforturile unitare calculate 
(în kgf/cm?) : o, ( linii continue), o, (linii întrerupte); c) eforturile 
unitare tangențiale tą (linii continue) și o, (linii întrerupte). 

x 

Menționăm, în încheiere, numeroasele analogii electrice realizate 
pentru calculul sistemelor articulate al cadrelor etc. ; acestea nu au 
fost menționate socotindu-se că ele constituie obiectul Staticii con- 
strucțiilor şi ies din cadrul lucrării de față; nu au fost de asemenea 
menționate unele rețele electrice analogice care își propun studiul 
unor probleme de vibrații ale plăcilor, ale unor suprafețe de rotaţie 
fie din cauză că ajung la scheme foarte complicate de realizat, fie că 
utilizează elemente cărora li se presupun calități pe care acestea nu 
le au (transformatori perfecţi de exemplu) şi transformă numai calcu- 
lul de rezistență într-un calcul de rețea electrică. 


p—- 
SE a E: 

3 en tau 
b 


Lil 


Fig. 6.33 
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* Ameliancik A. V. „Reşenie temperaturnîh zadaci teorii uprugosti posredstvom 
elektriceskih ecvivalentnîh țepei uprugovo polia.” În: IZV AN SSSR-OTN Meh. i Maş 
nr. 4, 1959. 
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P7 


a E a 
APLICAȚII ALE CALCULULUI ELASTIC. 
CALCULUL PLĂCILOR ORTOTROPE. CALCULUL SIS- 
TEMELOR CU FIRE 


7.1. GENERALITĂȚI 


In ultimii douăzeci de ani stud 


precum şi cunoașterea d 
] 


iile teoretice aprofundate întreprinse 
în ce în ce mai precisă a comportării principa- 
elor materiale de construcție au condus la dezvoltarea de noi forme 
structurale. Ca urmare, funcționalitatea devine un criteriu din ce în 
ce mai căutat, iar utilizarea materialelor cu maximum de eficiență, 
cu respectarea unei siguranțe bine stăpînite, devine un imperativ. 
Aceste împrejurări fac ca, în ultima vreme, un calcul cu ipoteze simpli- 
Hcatoare să fie înlocuit cu o analiză structurală precisă, extinsă în 
spațiul cu două sau trei dimensiuni. Funcționalitatea, reprezentînd 
alegerea unor forme cît mai raționale, adaptate suplu scopului urmărit, 
trebuie să conducă în final la economie şi siguranță. Este interesant 
de remarcat că acest criteriu o dată adoptat satisface în general, sau 
cel puțin creează premizele, pentru satisfacerea cerințelor estetice. 

În cele ce urmează se prezintă cîteva sisteme constructive care 
cunosc o aplicare din ce în ce mai largă în acest domeniu: plăcile 
ortotrope, sistemele întinse sau cu fire. 


7.2. ELEMENTE ORTOTROPE 


Necesitatea crescîndă a satisfacerii cerințelor de eficiență a utili- 
zării materialelor a determinat o aplicare din ce î 


n ce mai mare în 
ultimii 15 ani în unele construcţii, mai ales în cele 


inginerești, a utili- 
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zării plăcilor ortotrope, adică a plăcilor care a mar a 
ortogonală. Ca în multe alte domenii ale constract ETETE Fie 4 
expresie a unui nivel superior al calculului şi a ponsi m fipo 
cuție, s-a impus întîi în tehnica podurilor, şi anume a p i o e. 
lice. Într-adevăr, realizarea unor importante paduri me -e plita! 
consum redus de oţel era posibilă pe două căi: a) o ceea ae 
a oțelului și b) o reducere maximă a greutății moarte nf reia 
O eficiență ridicată a utilizării materialului sa. rii pri X piah 
de oțeluri superioare, prin aplicarea sudurii, pon pari e pi At 
statice spaţiale avînd rel para n ani ma i rea A ARID 
riveşte reducerea greutății moarte, tărit a deschideri 
ifm ie peria mari, ea it i prin adoptarea unor aare 
din care placa ortotropă reprezintă soluția cea ma saae 
si tot în domeniul construcțiilor de poduri, s-a iu dig an i 
de calcul ale plăcilor ortotrope, verificate f aee m a 
pot fi avantajos aplicate la calculul mjedeior de grinz ortaga ar 
beton armat sau precomprimat, al căror calcul prin me A B z 
era laborios şi introducea în plus p aneu eae si dece! 
mult meritul de a aduce simplificări în calcul decît acela de a r 
cate experimental. l oa A T 
În nenin podurilor placa ortotropă s-a p wa de 
al platelajului la marile suprastructuri meta icë. ani > eA p 
general dintr-o tolă de oțel de grosime 10 — 25 mm (fig. 7. da A i a 
i nervuri a căror secțiune transversală a evoluat de i Spia ; r 
fragmă sudată vertical pe tolă, pînă la nervura casetată formînd un 


ie pie ca. sistata, la PA 
profil închis cu mare rigiditate la torsiu 


Îmbrăcăminte asfalt 


7.2.1. Corpul anizotrop 


Un corp elastic se numește izotrop dacă proprietăţile sale elastice 
sînt identice în toate direcțiile şi anizotrop dacă aceste proprietăţi 
pentru diferite direcții sînt diferite. Un corp elastic se numește omogen 
dacă proprietăţile sale elastice sînt identice pentru toate direcțiile 
paralele duse prin diferite puncte alese arbitrar. Această diferență 
este echivalentă cu condiția ca toate elementele paralelipipedice drept- 
unghice identice cu fațetele paralele, duse în orice punct al corpului f 
elastic, să aibă proprietăți elastice identice. 

Dacă corpul în structura sa prezintă o simetrie internă, atunci l 
și în proprietățile sale elastice se constată o simetrie denumită în 
general simetrie elastică, manifestată prin aceea că în fiecare punct 
al corpului se pot identifica direcții denumite echivalente pentru care 
proprietăţile elastice sînt identice. Asemenea simetrii elastice posedă 
cristalele. 

Fie un corp elastic omogen, avînd o anizotropie generală, lipsită 
de orice simetrie elastică. Legea lui Hooke generalizată poate fi 
exprimată atunci într-un sistem de referință ortogonal x,y,z, sub 
următoarea formă: 


Ex = A110r F a120 + 4130, + AraTyy T GaaTaa F QasTay 
Ey = Aa10x | da30y +... gg ea) (log Try 
(7.1) 
Yey = ler Ox T Geo + sa: saa F lot | 


în care coeficienții au, 412 ,- --, deg sînt niște constante elastice din care | 
distincte în cazul general sînt 21. 

În cazul în care există anumite simetrii elastice, între unii din 
coeficienții de tipul a, ai legii lui Hooke generalizate se pot exprima 
relații de dependență, iar alții se anulează. 

În cele ce urmează se vor examina cîteva cazuri mai importante 
de simetrie elastică. 

Cazul planului de simetrie elastică. Presupunînd că în fiecare punct 
al corpului se găseşte un plan constituind planul de simetrie a două 
direcții oarecare care să fie echivalente din punct de vedere elastic 
şi orientînd axa z normală la acest plan, ecuațiile (7.1) devin : 


Es = A110s T Aa20y T Q130, F Aie Tay 
Ey = MiO F A220 + da30, F dos Try 
= — | Ei 

E, = Ci8Oz F (aa0y + a330, F lge Try 
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Yyz = AaaTys asaza 
T => CasTyz ia A55Taz 
| - 
Yay = Ai6Or F (a60y F A360, F (esty 


deoarece : 


dia = ajg == oa = lzy = gs = 


Astfel, numărul constantelor 4; s-a redus la 13. 

Pentru a ilustra cele expuse în acest paragraf să luăm un element 
paralelipipedic dreptunghi avînd două fațete paralele cu planul de 
simetrie elastică, fațete pe care acționează efortul unitar de întindere 
(sau de compresiune) o, (fig. 7.2). Deoarece 


Gy = ay m= a 


sistemul de ecuații (7.2) devine : 


Ez = a130; ; Yyz =y 0 
Ey = a230, Yre = 0 
E, = a330; ; Yay = A360; 


Aceste relații exprimă faptul că unghiurile drepte dintre segmentele 
normale pe planul de simetrie elastică și segmentele din acest plan 
nu se modifică (Yy, = Ys = 0), alterîndu-se numai unghiurile drepte 
din planul xOy (Yə = 0). Rezultă că paralelipipedul inițial după 
deformare va avea feţele laterale 
dreptunghiuri iar bazele paralelo- 
grame. În cazul unui corp care nu 
prezintă plan de simetrie „elastică, 
paralelipipedul dreptunghic supus 
la efort de întindere sau com- 
presiune devine paralelipiped oblic. 

Direcţiile normale la planul de 
simetrie elastică se numesc direcții 
principale de elasticitate. In cazul 
expus, prin fiecare punct al corpu- 
lui trece o direcție principală de 
elasticitate. 

Cazul a trei plane de simetrie 
elastică. Dacă prin fiecare punct 
al unui corp omogen trec trei plane 
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perpendiculare între ele, plane de simetrie elastică, ecuaţiile legii lui 
Hooke generalizate se pot scrie luînd ca plane de referință chiar 
aceste plane : 


Ex = 1103 F di20y + da30,; [ys = CaaTya 

Ey = A120r + Aoz0y - asc, Yrs = (s5Taz (7.3) 
aey kà i E =? e asi 

Ey = AiaOx T Aos0y T (336, Yay S Ae6Tsy 


Numărul constantelor care ilustrează proprietățile elastice ale 
corpului sînt nouă ; prin fiecare punct trec trei direcții principale de 
elasticitate. Un astfel de corp se numește ortogonal- -anizotrop sau orto- 
trop. Un element paralelipiped drej tunghic” detașat dintr-un astfel 
de corp prin plane paralele cu planele de simetrie elastică după o soli- 
citare la întindere sau compresiune după una din axe rămîne parale- 
lipiped dreptunghic. 

Sistemul de ecuaţii (7.3) poate fi pus şi sub altă formă dacă constan- 
tele generale elastice 4, sînt desemnate prin denumirile folosite 
curent în teoria elasticității, și anume: modulul de elasticitate, coe- 
ficientul lui Poisson și modulul de elasticitate transversal 


Sj i Oz Oy — Op Y > Ty 
E, Ea E G 
d l v l 1 
E == G, Oy 6, Aa = ai (7.4 
} E, i Gig 
n Y 1 
gs = — 5 ap ean 
a 7 Ox [xy s xy 
E; Gis 


În aceste relații : 
EE, E; sînt modulii de elasticitate la întindere (compresiune) 
pe direcțiile principale elastice x, y, Z; 


Via este coeficientul lui Poisson ilustrînd scurtarea pe direc- 
ţia y cînd se produce o lungire pe direcția x; 
Vaz — coeficientul lui Poisson ilustrînd scurtare pe direcția 


x, lungire pe direcția y. 

Gas, Gus, Gap sînt modulii de elasticitate transversali ilustrînd mo- 
dificarea unghiului dintre direcțiile principale yz, 
XZ, XY. 

Din motive energetice rezultă : 


Eivor = Egy; Evsa = Esva; Esvia = Eva. 


Constantele determinate pe direcțiile principale de elasticitate 
poartă numele de constante principale elastice. 
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Izotropia plană. Dacă prin fiecare punct al unui corp trece un plan 
în care toate direcțiile sînt echivalente din punct de vedere al proprie 
tătilor elastice, atunci legea lui Hooke generalizată exprimată într-un 


La 


sistem de referință cu axa z normală la acest plan devine : 


E = 330 F Aas0y T Agir, Yys = A44Tyz 

o Ai20y T 4110y T a130; ; Yas — lAhTyz (7.5) 
: A Seo e 

E, = dus(6, 4 Oy) a330; , [ay = 2(a;; 012) Tyy- 


Constantele elastice se reduc la cinci. Corpul se bucură de o ani- 
zotropie denumită de A. Love anizotropie transversală. Direcția nor- 
mală la planul de izotropie și toate direcțiile în acest plan sînt direcții 
principale elastice. Folosind constantele uzuale, ecuațiile (7.5) devin: 


l 
Gp = T (6, voy) = 6, 3 Yo = Gr syz 
1 v” y Fey T6 
Ey P (6, vO ) a 6, , Vaa = y W (7 5) 
Š } E G 
y EA | 
Sp = (6, F Oy) 2: a E Oz; Yay = G Ty 


care : 
E este modulul de elasticitate după o direcție în plant 
tropie ; 


il de izo- 


E' — modulul de elasticitate după o direcție normală la planul 
de izotropie ; 

y — coeficientul lui Poisson în planul de izotropie ; 

v — coeficientul lui Poisson ilustrînd scurtări în planul de 


izotropie cînd se produc lungiri pe o direcție normală 
la acest plan; 


Ga modulul de elasticitate transversal în planul de 
2(1 + y) 
izotropie ; 
G' — modulul de elasticitate transversal ilustrînd modificarea 


unghiului dintre o direcție aflată în planul de izotropie 
şi una normală pe acest plan. 
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7.2.2. Simetria generală. Corpul izotrop 


În cazul corpului izotrop orice plan este un plan de simetrie elastică 
şi orice direcție, o direcție principală elastică. Ecuațiile care exprimă 
legea lui Hooke generalizată devin: 


Sg => 7 Lo, = (6, T 0,) ] + Wr = G Ty 
I; 1 me 
kag È Loy — v(o, T 0.) ] , Ya > Tg (7 7) 
(E 3 
l; | P 1 
Sp E E LO r (6, | 6,)] > Ta = G Toy 


în care: 

E este modul de elasticitate; 

y — coeficientul lui Poisson ; 

` E ag 

G = ——— — modulul de elasticitate transversal. 

2(1 +») 

In cazul corpului izotrop, la schimbarea sistemului de referință 
sistemul de ecuații (7.7) nu se schimbă deoarece constantele elastice 
E, v îşi păstrează valorile. 

In cazul corpului anizotrop, trecerea de la un sistem de referință 
la altul antrenează valori noi ale coeficienţilor a;;. 


7.3. ELEMENTE DE CALCUL AL PLĂCILOR ORTOTROPE 


Dacă în cazul unei plăci ortotrope luăm un sistem de referință 
cu axele paralele cu direcțiile după care placa are rigidități diferite, 
această proprietate a plăcii poate fi exprimată prin: 


DÆ Dy 
în care D, și D, sînt rigiditățile plăcii pe cele două direcții. 
Această anizotropie poate proveni fie din proprietăți mecanice 


diferite ale materialului în lungul celor două direcţii, deci moduli 
de elasticitate diferiţi : 


E, E, 


fie din caracteristici geometrice diferite ale secțiunilor normale pe cele 
două direcții, deci momente de inerție diferite : 


LI. 
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Din prima categorie de plăci ortotrope fac parte plăcile de lemn. 
Intr-adevăr, dacă axa x este paralelă cu fibrele, iar axa y normală 
e ele, modulul de elasticitate în direcția y este aproximativ a zecea 


parte din cel de pe direcţia x: (E, = 0,1E;) (fig. 7.3). In cea de a doua 
categorie se situează o mare parte a plăcilor aplicate în construcţii, 


începînd cu simpla placă din tablă ondulată (fig. 7.4) şi terminînd 
u rețeaua de grinzi constituind un grătar de grinzi, folosit la plate- 
ajul podurilor sau la planșeele casetate ale clădirilor. La placa orto- 


tropă din tabelă ondulată din fig. 7.4 metalul este omogen şi izotrop, 


E, == E, dar secțiunile O. şi 0, relevă: Iy > Ly 
ipotezele de bază în teoria plăcilor ortotrope sînt aceleași ca cele 
dmise în teoria plăcilor omogene și izotrope: 


4 
| 


1) Grosimea pl: 


icii este mică raportată la celelalte două dimensi- 


uni ale plăcii. 

2) Detormațiile w sînt mici raportate la grosimea plăcii. 

3) Eforturile unitare o, sînt mici și influența lor în deformarea 
plăcii poate fi neglijată. 


Tinînd seama de aceste ipoteze de calcul ceea ce revine la: o, =0; 
s = Y- = 0 şi de sistemul de ecuații (7.4), putem exprima 


z a Te T w z 
eforturile unitare într-o placă ortotropă după cum urmează: 
o, = Ee, + E", 
Gy = Bic E "e (7.8) 
Ty Fe GY 
ja 
rd Pi 
AY + 


nr aripi, N =] d Ez0lE 
Fiaci ortotropă din lemn |, } dai E lE 
Mo”:-liide elasticitate : E, in lungul fibrelor 

É y transversal fibrelor 


Fig. 7.3 Fig. 7.4 
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Constantele elastice, în număr de patru sînt: En En E” şi G, iar 
semnificațiile care s-au dat anterior ele capătă expresiile : 


x E 
jY 1 
By sa Biz 
1 Vi2Va 
E si — (7.9) 
i V12V21 
p" = Vai E> WaEa 
l Vi2Va ] ViaVa 
Se vede uşor că în cazul plăcilor izotrope : 
E, = Ea =E; va = Va = v iar relaţiile se transformă în: 
3 s E 3 vE 
[i indi ` E 
E; = E, = — ; E — 
I — y? l 2 


Constantele £,, Ep, E”, G se găsesc în tabele. De exemplu, 
pentru placajul de lemn : E; 130 000 kgf/cm? ; E), = 42 000 kgf/e 
E” — 5 100 kgf/em?, G 11 000 kgf/em2. 

Admițind ca și în cazul plăcilor izotrope că elementele recțilinii 
normale la planul median al plăcii (planul xy) rămîn şi după detor- 
mare rectilinii şi normale la suprafața deformată, putem scrie în con- 
formitate cu teoria generală a plăcilor: 


gw 
O“u 


a pie dy PA: (7.10) 


4 pet y gp bad 
ax oy? U4+0Yy 


înlocuind în ecuațiile (7.8) obţinem: 


E Qw ~r 02 
ty FL 


(07 2 
ui 0x? Oy? 
, 02 s w 
o, pa RE a rA (7.11) 
" i Oy? 042 
n 2Gz ey 
i Oxy 


>mentele încovoietoare şi de torsiune vor avea expresiile: 


h 
IV d vila LD gw 
KES \ gozda = pi = 
$ 4 Oy” j 
h 
h 
VI | >, 2d H Di (7.12) 
r C 9n ou 
"A xy i 2D t 


s-au făcut următoarele notații: 


ecuația de echilibru a plăcilor 


Expr 
2M 
a — q(x y) 
OXO 
au 
Aiz At 
D a e 0, a A ea 
«MR e! = i 
l E a Oa? Jy 
inde , y) este intensitatea încărcării 
Da notăm : 


H = D, + 2Dy 


obținem forma uzuală a ecuaţiei diferențiale a plăcilor ortotrope 


+D, is e g(x, y) 


7, EAN AE 


0x’ 0202 Oy 


Forțele tăietoare au expresiile: 


Ținînd seama de relaţiile (7.13) şi (7.9), coeficienții ecuației diferen- 
țiale (7.14) au următoarele semnificaţii : 


Eyh? 


12(1 — vawy) 


D =. a A 


f 


2H = 2(D, + 2D,) 
D, = »D, = vDy 


_ GP 


în care: 


v, este coeficientul lui Poisson pe direcția x; 


Yy — coeficientul lui Poisson pe direcția y; 
E, — modulul de elasticitate pe direcţia x; 
E, — modulul de elasticitate pe direcția vy. 


Cu aceste notații și punînd D,, = c ecuaţia (7.13) poate căpăta as- 
pectul sub care a fost descrisă și publicată de Huber în anul 1993: 


y Fw ; otw otw ~ 
D, — + (4c + »,D, + D,) + D,— [gla ay (7.16) 
0x’ “ Qa20y2 “Oy! g 
în care coeficientul (4e + v,D, + WD, = 2H. 
Se vede uşor că în cazul plăcilor izotrope cînd E, = Ep = E, 
iar v= vy = vy, coeficienții de mai înainte devin: 
ER 
D= D = - 
i a= 2) 
h3 yE 7 h3 
P D, + 2D, Ey h vE Ka E ) E Eh Ş 
12 |] y? | yj 12(1 v?) 


Discutie asupra coeficientilor. Proprietățile elastice ale unei pläci 
ortotrope sînt determinate de coeficienții ecuației diferențiale (7.14) 
denumiți şi rigidtitãäți ale plăcii, şi anume: 


D, — rigiditatea la încovoiere a plăcii pe direcția x; 
D, rigiditatea la încovoiere a plăcii pe direcția y; 
H — rigiditatea la torsiune. 


Rigidităţile la încovoiere D, şi D, se referă la fișii de placă pe 
direcția x sau y de lățime unitară și grosime 7. 
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În ceea ce privește rigiditatea la torsiune, ea este compusă din 
trei termeni din care primul C = D se definește ca inversul unghiului 
de răsucire a unei plăci elementare de dimensiuni dy = dy = 1 cînd 
este acționată de momentele de torsiune unitare May = Mys = L. 


? : : D na x 1 
În conformitate cu fig. 7.5 rezultă 2C = —. 
0 
Spre! deosebire de coeficienții D, şi D,, determinarea valorii coeti- 
ientului 2C prezintă dificultăți atît pe cale teoretică cît şi pe cale 
experimentală. Huber a recomandat o expresie aproximativă: 


2C = (1 — Vw) VDD,- (7.17) 


Dacă în conformitate cu teorema reciprocității lucrului mecanic 
a lui Betti avem: 


Day = Dv 


sau 


atunci expresia rigidității la torsiune cu acceptarea formulei lui Huber 


devine : 
U = VP (7.18) 


care este recomandată pentru cazul plăcilor de beton armat a căror 
anizotropie provine din rigidizări cu nervuri pe două direcţii orto- 
gonale. 


Fig. 7.5 
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In fig. 7.6* se dă o comparaţie între comportarea unei plăci izo- 
trope şi a uneia ortotrope de aceleași deschideri, cu aceeași rezemare 
ȘI încărcare. 


Sectiune X-X 


Săgeata după X-K 


M max =M, nar 


I7: = 


Diagrama M 
y j 
Diagrama Ai 


Hu . ' 
PD Secrune Y-Y 
IŢI i} Săgeata după Y-Y —— Săgeata dupi V-V 
Diarama My- Me max A 
Fig. 7.6 


Găsirea unei funcții w(x, y) care să satisfacă ecuația (7.14) adică 

rezo lvarea acestei eci uații diferențiale neomogene este dificilă. 
Pe porțiunile pe care nu se află încărcări d(x, y) = 0, ecuația 
diferențială devenită omogenă capătă aspectul : | 
jiw tw 


D gw L 2H ote EDES a (7.19) 


x Py 
at 0ax20y? d Oy 


Placa reprezentată de această ecuație este încărcată numai de 
momente încovoietoare sau de sarcini distribuite în lungul margi- | 
nilor sale. Condiţiile de margine cu privire la săgeți (w), la pantele | 


i A = a e a. 1 QG du) . A 
suprafeței mediane după cele două direcții |—, E și la curburile 
E 7 Oa 0y | 
02w w | 
aceleiaşi suprafețe a? precum şi valorile momentelor încovoie- | 
ox? ðy? 


toare, a celor de torsiune şi a forțelor tăietoare, dau relațiile din care | 
se pot determina constantele de integrare atît pentru ecuația (7.14) 
cît şi pentru ecuația (7.19). 


* După American Institute of Steel Constructions. 
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O soluție generală a ecuației neomogene (7.14) se poate obține 
din însumarea unei soluții generale a ecuației omogene (7.19) avînd 
aceiaşi coeficienți, cu o soluție particulară a ecuației neomogene 
(7.14) adică: 


w = Wy -l Wp. (7.20) 


Această relație exprimă săgeata plăcii ortotrope într-un punct 
ca fiind suma a două săgeți w, și wp date de cîte o funcție w(x, y), 
si anume : 


wp (x, y) — suprafața deformată a plăcii din încărcarea p(x, y) 
satisfăcînd unele condiții de margine, dar nu pe toate; 
suprafața deformată a plăcii neavînd încărcări q(x, y)= 
= 0 în interiorul conturului său, dar fiind supusă la 
efectul unor momente încovoietoare sau încărcări 
distribuite pe contur așa fel încît să realizeze prin 
însumarea cu Wp (x, y) deformația reală a plăcii, satis- 
făcînd toate condiţiile de contur. 


w, (x, y) 


Găsirea unei funcții w,(x, y) este adesea dificilă şi se recurge de 
cele mai multe ori la exprimarea ei printr-o serie infinită. 

Cazul general al unei plăci ortotrope (v. fig. 7.8) este cel în care 
pentru marginile x = 0 şi x = l placa este simplu rezemată iar pentru 
marginile y = + b placa este fie liberă, fie simplu rezemată. 

Pentru astfel de cazuri, o soluție a ecuației omogene (7.10) poate 

dată de o serie simplă Maurice Lévi de forma : 


în care Y,(y) este o funcție numai de variabila y în care vor fi incluși 
coeficienții de rigiditate D, D, și H. 

Funcțiile Y,(y) au expresii diferite după raportul dintre coeficienții 
de rigiditate. Se disting trei cazuri importante : 


H >VDD, A=VDD, H<VDD,. 


cazul H < VD,D, 


Ya) = Cin Sh ay sin Bay F Ca, ch ay cos By - 


De exemplu, pentru se obține : 


+ Ca, sh apy cos By „ch ay sin Buy 
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În ceea ce priveşte o soluție particulară wp (x, y) a ecuației (7.14), 
entru o placă ortotropă cu aceleaşi condiții de rezemare ca cea din 
ig. /.7 poate fi considerată ecuația fibrei deformate a unei fișii de 
lacă simplu rezemată la capete de deschidere /. Singura condiție 


aC 


de observat este că această soluție trebuie să conțină sarcina q dez- 


voltată în serie pentru a putea fi introdusă în soluția (7.19), cu alte 
nte trebuie să fie de forma: 


A 
w=} SI-I pa). (7.22) 
Dy n=1 nr 

În această expresie, încărcarea fiind numai funcție de x, dacă în 
realitate pe direcția y ea nu are aceeaşi valoare pe toată lățimea dalei, 
procedeul de calcul se aplică unor fiṣii separate legate între ele prin 
ondiții de margine. Mai mult încă, dacă sarcinile se prezintă ca 
listribuite numai în direcția x, ecuația suprafeţei deformate (x, y) 
se obține din ecuația omogenă (7.19) aplicînd-o unor fișii încărcate 
numai pe marginea lor. 

Pentru diferite structuri care pot fi privite ca plăci ortotrope, 
W. Cornelius a stabilit ecuaţiile diferențiale corespunzătoare facto- 
rilor de rigiditate şi a dat şi soluţiile acestor ecuaţii. În tabelul de la 
pag. 196 se arată principalele cazuri studiate de W. Cornelius. 


7.4. APLICAREA CALCULULUI PLĂCILOR ORTOTROPE LA REȚELELE DE 
GRINZI. METODA GUYON-MASSONNET 


Majoritatea structurilor de poduri din beton armat cît şi cele 
metalice cu lățimea căii de o anumită dimensiune recurg pentru reali- 
zarea platelajului la o rețea de grinzi care suportă calea. De asemenea, 
este cunoscută rezolvarea problemei acoperirii unor suprafețe mari 
de planșee la construcțiile civile şi industriale printr-un sistem de 
grinzi, fie ortogonale, fie făcînd un unghi nu prea ascuţit între ele, 
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rezolvare pe cît de economică, pe atît de estetică. Rezolvarea prin 
metodele staticii clasice a acestor sisteme implică rezolvarea unor 
sisteme cu ecuații necesitînd un important volum de muncă. În teh- 
nica podurilor sînt cunoscute metodele de calcul elaborate de F. 
Leonhardt. 

In ultima vreme calculul plăcilor ortotrope a fost aplicat şi la 
calculul rețelelor de grinzi a căror structură în general se prezintă 
ca în fig. 7.7. 

Interesul prezentat de această nouă metodă de calcul se explică 
prin faptul că în zilele noastre, în traficul rutier, sarcinile utile con- 
centrate cunosc sporuri rapide, neîntilnite în trecut: se pot întîlni 
azi vehicule în circulație atingînd 200 t greutate totală. Structurile 
care suportă asemenea încărcări capătă forme deosebite, ieşite din 
comun, dictate de cerințele moderne ale autostrăzilor (intersecții 
denivelate, lățimi neobișnuite). Determinarea solicitărilor efective 
produse de asemenea sarcini mobile devine o problemă dificilă. Soluţia 
cea mai rațională va fi aceea care va asigura o repartizare cît mai 
uniformă a sarcinilor între toate elementele structurii în cele mai 
multe din schemele de încărcare. Cu cît conlucrarea tuturor grinzilor 
rețelei este mai activă, cu atît soluţia este mai economică. Problema 
rezolvării sistemului devine în ultima analiză problema stabilirii 
modului de repartizare, a determinării suprafeței de influență a sis- 
temului. 

Guyon și Massonnet au asimilat rețeaua de grinzi cu un mediu 
continuu, cu anizotropie ortogonală, şi au aplicat ecuaţia diferen- 
țială a lui Huber. În fig. 7.7 este reprezentată structura curentă a 
unui pod de beton armat sau beton precomprimat, din elemente 
prefabricate. Conlucrarea grinzilor se face prin solidarizarea antre- 
toazelor fie prin realizarea continuității rosturilor lor, fie prin precom- 
primare transversală. Reţeaua de grinzi este asimilată cu o placă 


Sectiune a-n Sectiune m-m 


„Grinda, principali PIN 
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ortotropă de deschidere / şi lățime 25, simplu rezemată la extremități 
și liberă pe celelalte două laturi. 
În ecuația (7.14) : 
T P 7 4 
D, 4 2820 + D,™ = g(x, 9) 

xt 0x20y2 
coeficienții vor avea următoarele expresii pentru o structură reticu- 
lară asimilată cu una continuă, și anume cu o placă ortotropă, prin 
reducerea rigidităților la încovoiere şi la torsiune la valori pe unitatea 
de lungime respectiv de lățime a dalei: 


EI E G[I I 
D=; D=; H | A j tdg 
P g 


în care: 


Ip este momentul de inerție al unei grinzi principale ; 


l} — momentul de inerție al unei antretoaze ; 

Zıp — momentul de inerție pentru rigiditatea la torsiune a unei 
grinzi principale ; 

lọ — momentul de inerție pentru rigiditatea la torsiune a unei 
antretoaze ; 

p  — distanța dintre grinzile principale; 

q  — distanța dintre antretoaze; 

Q — încărcarea pe unitatea de suprafață. 


Dacă se pune expresia rigidității la torsiune H sub o formă gene- 


H = a YDD, 


coeficientul a va avea expresia : 


Valorile mici, « = 0, caracterizează rețelele de grinzi puțin rigide 
a torsiune în timp ce rețelele rigide au valori «zl. 
Procedeul stabilește încă un parametru de rigiditate, şi anume: 
piu 
b 
=t j! ipt, (7.24) 
l Iab 
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Problema practică în rezolvarea rețelei de grinzi asimilate cu o 
placă ortotropă este de a determina pentru o structură ca cea din 
fig. 7.8 momentul încovoietor într-o grindă principală, în secțiunea 
R de coordonate x, y, moment produs de o sarcină P=1 p 
într-un punct S de coordonate £, n. 

În cele ce urmează această problemă se reduce la stabilirea unor 
factori sau coeficienți de repartiție transversală detiniţi ca fiind raportul : 


aţă 
sata 


, f 
tiina de ini iventă a 


siluate Ia ist” 


je axa podului 


200 


11 care: 
w este săgeata reală produsă în secțiunea R(x, y) de sarcina 
P = | plasată în punctul S(£,m); 
Wwa — Săgeata produsă în secțiunea R(x, y) de sarcina medie 
concentrată P' plasată în punctul S(£, n). 
ILa determinarea săgeţilor, adică a ordonatelor w, se folosește 
procedeul amintit adoptînd dezvoltarea în serie de forma: 


2 nr E d ră 

W => 2 Y, (y) sir Fi (7.25) 

Incărcarea considerîndu-se repartizată sinusoidal pe lungimea 7, 

pe o fîşie situată la distanța e de axa longitudinală a dalei (v. fig. 7.8). 

În fig. 7.9* se arată modul cum variază apropierea de distribuția 
cală a sarcinii, funcție de n, din dezvoltarea în serie. 


Fig. 7.9 


* După American Institute of. Steel Constructions. 
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Sarcina medie concentrată se obține divizind sarcina unitară 
P = 1 la lățimea 2b a plăcii sau la numărul n al grinzilor. 

Cu această sarcină medie se calculează momentul mediu încovoie- 
tor mg în secțiunea x a unei grinzi situate la distanța y de axa rețelei, 
după regulile clasice ale Staticii construcțiilor, folosind linia de influ- 
ență a momentului încovoietor. 

Momentul încovoietor în secțiunea x a grinzii situată la distanța 
f= y, produs de o sarcină oarecare P așezată în punctul S(£, n), 
va Ir: 

M, = PK (9) * 110, x(£) 
în care: Kym este coeficientul de repartiție transversală; primul 
indice al coeficientului A arată poziția grinzii pe care se calculează 
influența sarcinii P a cărei poziție este indicată de cel de al doilea 
ndice; în ceea ce privește Mmo primul indice arată poziția secțiunii 
n lungul grinzii „f“ în care se produce acest moment iar cel de al 
doilea poziția sarcinii. 

Dacă mai multe sarcini P}, Pa... acționează pe o aceeași para- 
lelă cu axa rețelei la distanța ņ de această axă, momentul încovoietor 
în secțiunea x a grinzii „f“ va fi: 


i 
? 
1 


In sfîrsit, în cazul general, cînd sarcinile sînt dispuse în poziții 


oarecare, 


T) Hò E l 

a s E Pt 

M- 5 Ey TP Pie, n) * Mo aE (7.27) 
7 b &=0 


Guyon şi Massonnet dau valorile coeficienţilor K pentru o reţea 
oarecare caracterizată prin cele două constante de rigiditate a şi 0. 
Pentru structuri fără rigiditate la torsiune æ = 0 corespund valorile 
K, date de curbele din fig. 7.10—7.15, după Guyon, iar pentru struc- 
turi rigide la torsiune a = 1, valorile K, date de curbele din 
fig. 7.16—7.20, după Massonnet. Pentru valori intermediare se poate 
folosi relația : 


K = Ko + (E — Ko) Va. (7.28) 


Potrivit teoremei reciprocității lui Maxwell: 


Ki => Knp 
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Analog cu coeficientul de repartiție transversală K, se determină 
din tabele valorile pentru coeficientul uo corespunzător coeficientului 
O şi u corespunzător lui œ = 1, cunoscînd de asemenea că 


to + (Pi F Ho) Va. (7.20) 


7. 


Ua 

Guyon şi Massonnet au studiat problema asimilării cu o placă 
ortotropă şi a rețelei de grinzi pe mai multe deschideri. Toate con- 
cluziile le-au verificat prin încercări pe modele, obţinînd rezultate 
satisfăcătoare. Metoda lor este avantajoasă pentru stabilirea celui 
mai indicat tip de rețea, în. special, la alegerea numărului minim de 
antretoaze care să asigure o bună repartiție transversală a sarcinilor 
cu un minim de cost. 

În fig. 7.21 sînt date cîteva elemente ale primului pod metalic 
cu placă ortotropă de la noi din țară. 


7.5. SISTEME CU FIRE 


Începînd cu anii 1950—1955 au început să se răspîndească în străi- 
nătate, la acoperirea marilor suprafețe, sisteme constructive de mare 
deschidere folosind ca structură de rezistență structurile cu elemente 
întinse, în general suspendate pe fire. Aceste construcții s-au impus 
atenției lumii tehnice atît prin efecte arhitectonice remarcabile, cît 
si prin indici tehnico-economici deosebit de avantajoşi față de solu- 
tiile clasice. Sisteme de fire ṣi în general cu elemente întinse au fost 
folosite din cele mai vechi timpuri: corturile şi punțile suspendate. 
În timpurile moderne podurile" suspendate dețin încă supremația 
celor mai mari deschideri realizate de om: podul Golden Gate de 
la San Francisco cu deschiderea de 1 280 m. Nu ne vom ocupa însă 
de acest gen de construcții care au o tradiție și o tehnică bine pusă 
la punct, devenită clasică. Interesul trezit de structurile cu elemente 
întinse de mari deschideri este datorat în special faptului că metalul 
(oţelul) lucrează în elementele structurii numai la întindere, înlătu- 
rîndu-se sporurile de secțiuni şi deci şi de greutate moartă, cerute 
de prevenirea pericolului de flambaj în elementele comprimate. În 
soluţiile clasice, aplicînd materiale de construcţie tradiționale, deschi- 
derile depăşind 100 m, la șarpantele marilor săli, devin din ce în ce 
mai neraționale, mai neeconomice, datorită creșterii considerabile a 
greutății proprii a elementelor. 

În aprecierea oportunității folosirii unui material trebuie luat 
astfel în considerare raportul dintre greutatea specifică a materialului 
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Probieme more o ale rezistenței materialelor 


și rezistența sa de rupere. Din acest punct de vedere oţelurile supe- 
rioare ocupă primul loc ca eficacitate, iar cablurile din oțel se impun 
fără concurent în crearea marilor acoperișuri alcătuite din suprafețe 
suspendate. Aceste sisteme constructive necesită de asemenea mult 
mai puțin timp de execuție, o bună parte din volumul lucrărilor fiind 
lucrări de montaj (cabluri şi panouri prefabricate de învelitoare), 
iar cele de cofrare fiind aproape complet eliminate. 

Șarpantele suspendate cunosc în prezent diverse forme şi sisteme 
de realizare care pot fi clasificate în două tipuri esențiale : 

— membrane ; 

— rețele de cabluri. 

În prima categorie se găsește exemplul tipic şi cel mai clar al unei 
suprafețe suspendate întinse: corturile. 

În cea de a doua categorie se găsește cea mai mare parte a solu- 
țiilor la care s-a făcut apel în realizările ultimilor ani. 

Membrane. Sînt suprafețe în general cu dublă curbură, suple, 
întinse, realizate dintr-o folie metalică sau dintr-o textură oarecare. 
De cele mai multe ori elementul de rezistență constituie ṣi în- 
velitoarea. Ca lucrare de o amploare deosebită într-o perioadă 
premergătoare prezentei faze de dezvoltare a sistemelor suspendate 
trebuie menționată clădirea pavilionului Franței de la expoziția din 
Zagreb (Jugoslavia) din anul 1937. Pavilionul conceput de profesorul 
La Faille are şarpanta şi învelitoarea alcătuite dintr-o folie de tablă 
de oțel de 2 mm grosime, în forma unui trunchi de con răsturnat, 
cu baza mică în jos. Suprafața este suspendată de un inel rigid, com- 
primat, de 30 m diametru. Un al doilea inel, greu, de diametru redus, 
aflat la baza mică a suprafeței, serveşte de luminător şi colector al 
apelor de ploaie şi în același timp la punerea sub tensiune a foliei 
metalice. 

Membranele se construiesc cu eforturi inițiale de întindere sau 
fără. 

Membranele cu eforturi inițiale de întindere se pot realiza numai 
în cazul cînd în fiecare punct al suprafeței cu dublă curbură, cele 
două curburi sînt de sens contrar. În acest fel, (fig. 7.22)* se reali- 
zează un sistem spațial rigid. Acest lucru are importanță, deoarece 
marele inconvenient al suprafețelor suspendate fără preîntindere 
sînt vibraţiile produse de vînt. 

În ceea ce privește calculul membranelor, dacă pentru cele fără 
eforturi inițiale de întindere (fig. 7.23) el este relativ simplu, pentru 
membranele preîntinse singura metodă convenabilă atît în studii 
premergătoare cît şi în cele definitive pentru determinarea tensiunilor 


* După O. Frei 
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În acest sens, se poate folosi o membrană 
sat mărci de forma celei din fig. 7.24 
ajutorul cărora după deformare 
unitare principale. În fig. 7.29, 
port central. 


este metoda modelării. 
de cauciuc subțire pe care s-au tra 
având diametrul de 5—10 mm cu 
se determină direcțiile şi eforturile 
7.26, 7.27 se arata modelul unei membrane cu un su 


| f A | 
fi i 
Zireriiă că curbură negativă, directia. portantã“ 
g suprafetei suspendate. 
? directia ce curbură pozitivă „direcţia de „repar- 


fizare”a suprafeței suspendate, 


d , a me FOR 

liste interesant de remarcat că în proiecție orizontală o ni oa 
mărcile păstrează aceleași dimensiuni şi aceeaşi dispoziţie pe mei 
deformată, ceea ce ne face să conchidem că proiecţiile orizo iei 
tensiunilor sînt aceleași în orice forre g see a pr Fiy a. 
arată că într-o membrană cu etorturi ce deie mipan, i pri 
a încărcări verticale, proiecţiile orizontale ale eforturilor rămîn anit 
mean ate esta şi TA cu cele inițiale, ceea se T 
punctele membranei se deplasează numai pe verticală. z mm ce 
se modifică unghiul « al planului tangent într-un punct al supraiej 
cu planul orizontal, astfel că vom avea relația 


ER" 
ou = -=> (7.31) 
i COS & 
în care: 
o este tensiunea în membrană ; 
H — proiecția orizontală a tensiunii. 
2i 


Din cele 
îmbracă suprafata 
ORN se .. d i 
tensiunilor nu const 


matematică 


arătate rezultă că în caz TE 
tate rezultă că în cazul cunoașterii formei pe care 


pendată din încărcările vertice 
tuie o dificultate. Dar cum dete 


rminarea pe ca 


a suprafeței deformate este -actie i ibilă 
| tei deformate este practic imposibilă pentru 


determinarea 


un contur oarecare, se recurge tot la metode experimentale de mare 
precizie, și anume la metode optice (v. cap. 6). 

Reţele de cabluri. Aceste rețele se utilizează la construcțiile de 
acoperișuri suspendate în două sisteme principale: fără aplicarea 
unor eforturi inițiale în rețea sau cu aplicarea acestora. În ambele 
cazuri, cablurile reţelei formează două familii după direcțiile etortu- 
rilor principale, ambele de întindere. La primul sistem constructiv, 
cablurile se suspendă de elementele rigide de margine, iar între ochiu- 
rile rețelei se aşază elemente prefabricate cît mai ușoare care formează 
învelitoarea. Cel de al doilea sistem recurge inițial tot la o rețea de 
cabluri suspendate pe un contur rigid, dar după montarea unor dale 
prefabricate de beton sau turnarea unei pînze subțiri de beton se 
procedează succesiv la: precomprimarea dalelor prin ! 
betonarea rosturilor şi în final la delestare sau, folosind alt procedeu, 
la postîntinderea cablurilor după întărirea betonului turnat. Efortu- 
rile de preîntindere trebuie să asigure, în orice ipoteză de încărcare 
în fiecare cablu, un etort de întindere. 

Din punct de vedere al formei, suprafețele suspendate se reali- 
zează : 

cu simplă curbură ; 
cu dublă curbură. 

Problemele de bază ale unei rețele sîn 

a) asigurarea ancorării cablurilor în unul din următoarele elemente : 
1) grinzi sau arce marginale rigide ; 2) pereţi sau stîlpi cu contrafişe ; 
3) fundații în teren. 

b) asigurarea unei rigidități suficiente a suprafeței suspendate 
pentru a împiedica intrarea acesteia în vibrații din solicitarea la vînt. 

În fig. 7.28 se indică schematic cîteva posibilități de realizare 
a unor rețele de cabluri. 

Din schemele indicate se constată că există mai multe moduri 


de intersectare a celor două familii de cabluri — cabluri portante şi 
cabluri de repartizare, — după unghiul pe care îl formează între ele: 


ortogonale, la 45°, la 30°. De la caz la caz spațiul util realizat variază, 
după cum variază şi eforturile de întindere care trebuie asigurate 
în reţea. Un sistem avantajos este cel care utilizează trei familii de 
cabluri realiznd o rețea cu ochiuri triunghiulare, ceea ce favori- 
„ează aşezarea plăcilor prefabricate ale învelitorii, deoarece triun- 
ghiurile sînt figuri plane în timp ce patrulaterele pot închide porțiuni 
de suprafeţe neplane (hiperboloizi parabolici). 

Elemente de calcul al retelelor de cabluri*. Sistemele de fire (în 
cele ce urmează vom folosi denumirea generală folosită în statică 


* Prelucrare după A. F. Lileev. 
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de fir pentru a desemna cablurile, coardele de oţel trefilate etc.) pot 
avea, în general, una din următoarele alcătuiri: 
- cu fire elastice sau inextensibile; 
cu fire avînd reazeme fixe sau deplasabile ; 
cu fire avînd eforturi inițiale sau fără (/ final < l inițial). 

Ipotezele de bază care se admit în calcul asupra comportării firelor 
și asupra încărcărilor sînt: 

a) firele pot prelua numai eforturi de întindere, rigiditatea lor 
la compresiune, încovoiere, forfecare sau torsiune fiind nulă; 

b) firele sînt omogene în tot lungul lor; materialul din care sînt 
construite este perfect elastic supunîndu-se legii lui Hooke (sau per- 
fect inextensibil) ; 

c) firele nu pot avea formă rectilinie decît în lipsa oricărei încăr- 
Cărl ; 

d) direcția încărcărilor se consideră normală pe coardă. 

Această din urmă ipoteză este justificată de caracteristicile geo- 
metrice uzuale ale elementelor la care se aplică teoria: deschideri 
mari, pante mici ale tangentei la fir. Precizia obținută s-a dovedit 
suficientă în practică. 

Din cele arătate rezultă caracteristica procedeului de calcul pentru 
un sistem de fire și deci pentru o rețea de cabluri: 

se consideră sistemul fără momente încovoietoare ; 
se consideră sistemul static nedeterminat. 

Pentru înlăturarea nedeterminării se egalează lungimea firului 
sub sarcină, lungime determinată din relațiile de deformare ale teoriei 
elasticității, cu cea determinată pe cale geometrică. 

De observat că teoria nu este liniară, deformațţiile nedepinzînd 
liniar de încărcări. In acest mod, nu se mai aplică una din ipotezele 
de calcul al construcțiilor din elemente rigide : considerarea sistemului 
din punct de vedere geometric nedeformat. In cazul firelor schema 
de calcul este cea a sistemului deformat. 

Referindu-ne la fig. 7.29* să considerăm acum un fir dintr-un 
sistem, într-o stare de echilibru denumită 7. 

Faţă de cele expuse vom avea în orice secțiune: M = 0; dacă 
M(x) este momentul încovoietor pentru o grindă de aceeași deschidere 
și cu aceeași încărcare vom avea: 


M(x) = H;y;(x) de unde y;(x) = A; (7.32) 


* După A. F. Lileev 


prin diferenţiere rezultă : 


dy; dM;(x) 1 ac 
bu = Oly 7.33 
da dxH; H; Q:(%) ( 
d2y 1 d?M;(x) 1 dO) l > 
ts MAL AB) 1 fa) (7.34) 
dx? Hy dx? H, da FI; 


det 


€ 1 J — f A == (47 + 4) A 95H 4 h 
Ba ME e OET Eu) | 
A 


Fig. 7.29 


Fie acum /' lungimea inițială a firului înainte 
sarcini, iar s; lungimea firului după solicitare. 
Evident s, > /. 


Dacă ar fi supus la întindere de către o forță axială constantă 


de a fi supus la 


N7 7 ° 
iV am avea: 


; (7.35) 


bras rf 


Dar etortul de întindere variază în lungul firului. I/uînd ca varia- 
bilă lungimea arcului şi notînd cu T,(s;) efortul de întindere într-o 
secțiune oarecare, vom introduce în locul efortului N efortul mediu 
de întindere, definit prin relația : 


T; med ~ a T;(s;) ds; ; (7.36) 


216 


5 


cu această notație vom avea: 


ge P[I 4 sme | 


i EA 
sau 
s 
l 
- T;(s)äs; 
Si [i 
0 i (7 37) 
iý E 
gaf În NE SRR 
, EA 
dar 
H; (7.38) 
I,(S:) j i 
COS Qs 
sau 
i = 20; 
R: E z= Hm (7.39) 
i med i 
(COS &s)med 
în care: 
l 
1 Si. (a sa, le 
m = a i (COS haa FE ; 
(COS &s)med li 9i 


i pi i că a $ arzi] ac veri- 
ceea ce se poate admite la cabluri cu înclinare mică, ca în cazul acop 
șurilor suspendate. IV. citi tou avize art 
© Pe de altă parte, formula de rectificare a arcelor curbelor ne 


L 
4 De tie ae Est = Scle 
„dy; 1 
ç - +- | — ax 
S; = \ Vi I SA | 
0 
F : : dy; citrate, 2 ).(x) vom avea: 
Înlocuind derivata a cu expresia — Qx) 
aday t 


1 
\ Qilx) 2 
S \ E (săi ç 
i $ Hy | 
0 


Dezvoltînd în serie radicalul se obține: 


TA 
D 


h 43 4 1 1Q,(2),6 ] 
Pi 1 (Oil) 1 (Qi ul EN seh OF 
BES | i 2 | H; | 8 H; i 16 | Hi - 
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Reţinînd numai primii doi termeni ai dezvoltării : 


l l; 
z 1 iQ; 2 tọ 
s, =| i L ira, |da zl; + Ak (x) dx = 
A vi # i "9 
=; E. D; Au 
2Hi 
în care: 
L; l; 
D | Q; (x) dx = | M,(2) q;(x) dx. (7.42) 
9 0 


Acest factor care ilustrează starea sistemului din încărcarea se 
găseşte calculat și în tabele. 
Succesiunea calculului. Pentru „,rezolvarea” completă a unui fir 
este suficient a determina două elemente : 
lungimea inițială a firului V’, înainte de încărcarea $; 
proiecția orizontală a efortului de întindere la reazem H, după 
încărcarea 7. 
Toate celelalte necunoscute derivă din acestea, astfel: 
Efortul de întindere în fir în secțiunea aflată la distanța x de 
reazem, 


Hi ir dă 
T(x) = —— (7.43) 
COS Qy 
icuaţia firului întins sub sarcini: 
l = 
Yi(x) = — M;(x). (7.44) 


În rezolvarea unei anumite probleme referitoare la un fir este 
necesar și suficient a se examina două stări: 

- starea I mțială (i = 0) pentru care se cunoaște valoarea 
săgeții într-un punct oarecare, produsă de încărcarea dată g(x). 
Se determină A şi bi; 

— starea a Il-a de calcul (i = 1) pentru o nouă încărcare oarecare 
q(x) : pentru lungimea V a fruli determinat în starea I se deter- 
mină proiecția orizontală a efortului de întindere din reazem H. 

Aplicînd aceste două trepte de calcul se poate pune în ecuație, 
din aproape în aproape, orice rețea de fire cu orice încărcare. În con- 
tinuare se dă mersul practic al calculului cu parcurgerea celor două 
etape : 
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I. Starea inițială a firului. H, = —— 


în care: 

? A a A dia S 

y(x) este săgeata produsă de încărcarea go(%) într-un punct 
oarecare ; SA j 

M (x) — momentul încovoietor produs de încărcarea go(%) în 
secțiunea x a unei grinzi simplu rezemate de deschidere 

egală cu distanța dintre reazemele firului. | 
Pentru determinarea lungimii inițiale } admitem cu aproximație 


Ho So 7 AS) 
za E (L- s J! re (7.45) 
" EA Ho 
EA 
dar 
Dy 
S lao + — 
0 0 2E 
si încă 
De Do 
Ži l — Hon + Ea 
at 8 = (7.46 
Ho i Ho 
L e fe Sai 
EA ZA 


tinînd seama că 7; = l — H, n din care rezultă 
Ip = b Hy (V fig. 7.29) 


l; fiind deschiderea după cedarea elastică a reazemelor iar coefi- 
A . pe o h ; x aae 
cientul 7 = ha + my fiind un coeficient de cedare elastică cu dimen 


g ia 


P lungime A : PS PER 17 III, 
siunea Sme . în cazul reazemelor rigide: 


j=0iar =. 

II. Starea de calcul a firului. Aplicînd ecuațiile precedente pentru 
un fir de deschidere }; şi încărcare de calcul g;(x) să determinăm reac- 
țiunea din reazem H, și mărimea D;: 


| Tim D; 


mZ)”. es 
EA 


Valoarea coeficientului mm diferă puțin de unitate (1<m=< 1,02 ... 1,9: 
şi poate fi admisă egală cu 


eo] 


In determinarea valorii D, pentru încărcarea g, 

pentru /; valoarea lọ. 
Determinarea reacțiunii H; pentru diferite stări de 
I. Fir elastic: reazeme elastice 


se poate admite 


caicul 


jas 
— 


H; = Hui =; D; = Dy = D 


t 
ryza M | rr 7 D ` = i 
li Ti cai Hiat e) = =Q (7.49) 
In particular pentru / l se obtine rezolvarea problemei coardei. 
Š D . EA 
Hi . 
2l'm 


an W i 15 a ; 7 E F F 
Dacă / < l ne aflăm în prezența cazului coardelor preîntinse. În 
acest caz particular ecuația cazului II se aplică ca ṣi î 


A l n cazul cînc 
> 1 sau cînd V = 


III. Fir inextensibil ; reazeme elastice 


H, = Hin; l; = ln =l — Hir: 
D; = Dim, iar EA = oo 


Hi a F Ea U — DB — 0, (7.50) 


IV. Fir inextensibil ; reazeme rigide 


H; = Hw le li D = p EA x 


minat la o te 
temperatură cu 
duce valoarea 4: 


Dacă în starea inițială lungimea de execuţie a firului /' s-a deter 
peratură 7, atunci pentru considerarea variației de 
4 


L At în toate formulele de calcul în loc de / se intro- 


El (| de ap AB ( 


= 
a 
în 
= 
= 


find coeïicientul de dilatare termică. 
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S 
DETERMINAREA EFORTURILOR 

ȘI A DEFORMAȚIILOR ÎN ELEMENTE SOLICITATE 
ÎN DOMENIUL PLASTIC ȘI ELASTO-PLASTIC. 
CRITERII DE PLASTICITATE 


8.1. CONSIDERAȚII GENERALE ȘI PRINCIPII DE CALCUL 


În capitolele precedente s-au analizat rezultatele de laborator 
ale încercărilor asupra comportării diferitelor materiale. 

În cele ce urmează se vor da elementele de calcul pentru princi- 
palele tipuri de solicitări ale elementelor de construcție, și anume: 
întindere şi compresiune axială, încovoiere, încovoiere cu forță axială, 
încovoiere cu forțe tăietoare şi, în continuare, elemente de calcul al 
structurilor în domeniul elasto-plastic. 

În teoria de calcul clasică, majoritatea ecuaţiilor care stau la baza 
calculului construcțiilor — admițînd solicitarea elementelor numai 
în domeniul perfect elastic și păstrarea schemei de calcul geometrice 
inițiale şi a legăturilor în tot timpul solicitării — sînt liniare. 

Abaterea de la una din aceste ipoteze enunțate conduce la relaţii 
neliniare între solicitările exterioare și tensiunile interioare. Abaterile 
de la comportarea liniară a măterialului (legea lui Hooke) constituie 
cazul cel mai frecvent întîlnit. 

O teorie generală care să țină seama riguros de proprietăţile elasto- 
plastice ale materialelor și în acelaşi timp să constituie o teorie prac- 
tică de calcul este aproape imposibil de realizat din cauza complica- 
țiilor produse de exprimarea matematică a fenomenelor fizice care 
se ivesc la solicitări care depășesc limita de elasticitate, cît și la cele 
care apar în timp. Sîntem conduși astfel, din necesități practice, să 
simpliticăm unele aspecte ale comportării materialelor, să le „ideali- 
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zăm” atribuindu-le unele scheme de comportare normate, care se 
depărtea ză de realitate într-o măsură care s-a dovedit în practică 
veceptabilă. 

Diagramele convenționale, general admise, se referă la trei cate 
gorii de materiale, şi anume: 

a) materiale elastice ideale (de obicei mate- 
riale fragile), caracterizate prin proporționali- 
tatea tensiunilor și a deformaţiilor pînă la o 
numită limită, cînd survine brusc ruperea 
(fig Ss 

b) materiale elasto-plastice ideale, caracteri- 
ate prin proporționalitatea dintre tensiuni şi 


leformații pînă la o limită — limita de cur- 
gere — după care deformațiile cresc practic 


imitat, fără ca tensiunile să crească (dia- 
srama lui Prandtl) (fig. 8.2, a). 
materiale elasto-plastice cu consolidare, caracterizate prin pro- 
rtionalitatea dintre tensiuni şi deformații pînă la o limită după 
> deformațiile cresc, tot proporțional cu tensiunile, însă mult mai 
| (fig. 8.2, b). 
d) materiale firmo-plastice, la care deformaţiile sînt neglijabile 
pînă la atingerea limitei de curgere, după care cresc nelimitat (fig. 8.3). 
Problema calculului unei construcții ţinînd seama de compor- 
tarea elasto-plastică a elementelor componente revine la a stabili 
sarcina ei limită în ansamblu și de aici, sarcina de exploatare. 


Fig. 8.1 


La construcțiile static determinate, cum starea de eforturi nu 
ste funcție de deformaţiile elementelor, rezultă că distribuția efor- 
turilor în elemente este aceeaşi ca în cazul solicitării lor în domeniul 
elastic, chiar dacă deformațiile elementelor care au ajuns la curgere 
sînt mai mari. 


E 


La construcțiile static nedeterminate se produce o schimbare 
calitativă esențială; elementele care au atins limita de curgere vor 
continua să se deformeze fără a mai prelua eforturi; o dată atinsă 
această fază, se produce o redistribuire a eforturilor interioare între 
elementele construcției care continuă să reziste în ansamblul ei. 

Schimbarea legii de distribuire a eforturilor între elementele siste- 
mului survine o dată cu atingerea palierului de curgere de cîte un 
element ; redistribuirea se produce pînă ce deformaţiile nelimitate 
într-un număr de elemente conduc la pierderea indeformabilității 
geometrice a sistemului. 

Din cele expuse rezultă că luarea în considerare a proprietăților 
elasto-plastice ale materialelor prezintă deosebit interes la calculul 
sistemelor static nedeterminate. Pentru construcțiile alcătuite din 
materiale pentru care se poate admite diagrama simplificatoare a 
lui Prandtl, dintre metodele de rezolvare a sistemelor static nedeter- 
minate menționăm : 

1) Metoda cinemalică, care constă în a determina toate schemele 
de încărcare care produc trecerea unui număr suficient de legături 
exterioare sau interioare ale sistemului în domeniul de comportare 
perfect plastic (la încovoiere în articulaţii plastice), așa fel ca acesta 
să se transforme într-un mecanism. Din toate sarcinile limită cores- 
punzătoare fiecărei scheme evident interesează cea cu valoarea cea 
mai mică. 

2) Metoda statică, care constă în a determina o stare de tensiuni 
în sistem provocată de o sarcină egală, de exemplu, cu unitatea, 
căreia i se suprapune o stare de aufotensiuni. (Se definește starea 
de autotensiune ca fiind orice stare de tensiuni a unui sistem nedeter- 
minat în absenţa solicitărilor exterioare. De exemplu, stări de ten- 
siuni provocate de: variații de temperatură, denivelări ale reaze- 
melor, tensiuni produse prin sudură etc.). Atingerea limitei de curgere 
a unor elemente dintr-un sistem supus la sarcini exterioare, a căror 
intensitate crește, conduce la o redistribuire a eforturilor interioare 
care pot fi privite ca rezultatul suprapunerii unei stări de tensiuni 
produse de sarcinile exterioare şi a unei stări de autotensiuni căci 
apariția acestora din urmă se face fără modificarea echilibrului exterior. 

“xprimarea analitică a stării limită atinse în elementele sistemului, 
care ar putea conduce la distrugerea lui, constituie tot atîtea condiții 
care determină valori ale sarcinii care produc distrugerea. 

3) Metoda combinării mecanismelor constă în aceea că pentru o 
structură şi o încărcare dată, fiecare mecanism corespunzător dis- 
trugerii sistemului prin pierderea indeformabilității poate fi conceput 
ca o combinaţie a unui număr de mecanisme independente. O dată 
aceste mecanisme identificate, se pot scrie ecuaţii de lucru mecanic 
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;i deduce pentru fiecare din mecanisme valorile eforturilor care produc 
curgerea plastică (în cazul încovoierii Mp); mecanismul care produce 
distrugerea sistemului se distinge de altele prin aceea că valoarea 
eforturilor (la încovoiere Mp) determinată prin metoda cinematică 
este maximă. 

Metoda combinării mecanismelor se referă la structurile cu un grad 
înalt de nedeterminare statică la care metodele cinematică sau statică 
ar duce la calcule foarte laborioase. 

Pentru a concretiza, în cele ce urmează va fi studiată redistri- 
buirea eforturilor și primele două metode, cinematică şi statică, în 
cazul unui sistem simplu static nedeterminat. 


8.2. CALCULUL EFORTUNILOR UNITARE NORMALE ÎN SECȚIUNILE SOLI- 
CITATE ÎN DOMENIUL ELASTO-PLASTIC 


Pentru determinarea distribuţiei eforturilor unitare normale pro- 
duse în secțiune de forțe axiale şi momente încovoietoare, în afară 
de diagrama caracteristică, idealizată, a lui Prandtl*, cele mai impor- 
tante ipoteze care se au în vedere sînt următoarele : 

a) ipoteza secțiunilor plane: o secțiune inițial plană şi perpen- 
diculară pe axa barei rămîne plană și perpendiculară pe axa barei și 
după deformare ; 

b) singurele eforturi unitare care acționează sînt eforturile uni- 
tare normale (între fibre nu sînt frecări) ; 

c) materialul este omogen ; 

d) în bară nu sînt eforturi reziduale ; 

e) relația dintre eforturile unitare normale și lungirile specifice 
este aceeaşi la încovoiere ca și la întindere sau compresiune ; 

f) la barele încovoiate efectul forței tăietoare sau al forței axiale 
este neglijabil. 


8.2.1. Întinderea sau compresiunea simplă** 


La bara cu secțiune constantă, la trecerea în domeniul plastic, 
eforturile unitare sînt repartizate uniform ; toate fibrele barei sînt 
solicitate uniform și ajung concomitent la limita de curgere. In acel 
moment este atinsă starea limită ; lungirile barei, teoretic, cresc inde- 


* Evident pot fi luate în considerare și alte diagrame caracteristice (definite prin 
curbe, diagrama cu ecruisare etc.). 
** În domeniul în care stabilitatea elastică este asigurată. 
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finit; de fapt, autoconsolidarea (ecruisarea) materialului permite 
creşterea forței axiale, însă deformaţiile cresc foarte mult. 

O comportare deosebită apare la barele cu schimbări de secțiune, 
la care în domeniul elastic apar concentrări de eforturi. Acesta este, 


} 
| 


| RR N INI, CI 


Fig. 8.4 


În cele ce urmează se exemplifică principiile expuse, aplicate 
un sistem de bare articulate, simplu static nedeterminat (fig. 8.5 


= 80”; 


a 
B = 45° 
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de exemplu, cazul barei drepte ct 
secțiunea dreptunghiulară, cu o gaură 
circulară (fig. 8.4) supusă la întin- 
dere în stadiul elastic. 

În cazul în care raportul d/D este 
foarte mic în secțiunea făcută prin 
dreptul diametrului găurii, la marginea 
acesteia eforturile unitare sînt maxims 
şi au valoarea Opas = 36, în care 


max îi 
m 


Presupunînd că efortul de întin- 
dere crește continuu, distribuția din 
stadiul elastic (stadiul I) se menţine 
pînă cînd Onar = c, Din acel moment, 
dacă forța creşte, se trece în stadiul II 
cînd eforturile unitare în zona din 
apropierea găurii se mențin la 
valoarea o, Stadiul limită este sta- 
diul III, cînd toată secțiunea este 
solicitată în domeniul plastic și efor- 
turile unitare sînt distribuite uniform 
pe întreaga secțiune materială a 
barei. Această comportare justifică 
metoda de calcul a secțiunilor barelor 
alcătuite din materiale ductile, la care 
se presupun eforturile uniform repar- 
tizate 


Anet 


A, = 960 cm? 
Ap = 7,07 cm2 
= 16 cm? 


1=:3,00 = cos 60* =— 3,00 050 = 1,50 m 


m = 3,00 - cos 45° = mp: “0707 = — 9,12 m 

n 800 A cos 75 — 3,00 . 0,258 = 0,89 m 
i cos 30° 0,866 

Faa ele seta 75 =a Iss 00208 = 1,09 m. 
cos 45 0,707 


Sistemul este alcătuit dintr-o bară metalică orizontală de 3m 


lungime, cu secțiunea de 16 cm?, astfel alcătuită încît să nu apară 


lambajul, exec sutată din oțel OT 60—3 cu limita de curgere 


G 3 500 kgf/em?, bară la extremitatea căreia se aplică sarcina P. 

În erei punct bara este suspendată de două tije de oțel de dia- 

etre Ø, = 35 mm și Ø, = 30 mm, oţel avînd limita de curgere cı, = 
Ga, = 2 890 kgf Jem. 


Capacitățile portante limită ale elementelor sistemului sînt 
N, = ÁS = 9,601 - 2850 = 27 400 kgf 
N, = Aga, = 7,07 - 2850 = 20 150 kgf 
N, = Agoz, = 16,0  : 3500 = 56 000 kgf. 

Metoda cinematică. Sistemul poate atinge o stare limită de cxplca 
tare cînd devine un mecanism datorită atingerii limitei de curgere 
în două din cele trei elemente ale sale. Cele trei posibilități de a atinge 
această stare limită sînt schematizate în fig. 8.6. 


> Hec a : £ 4 k: ` s ` 
Pentru fiecare din aceste trei scheme cinematice se determină 
valoarea sarcinii P: 


L XMg = P - 3,00 — 20 150 - 1,50 — 27 400 - 212 =Q; 
P = 30 130 kgf; 


Fig. 8.6 

II. Mp = P -3,00 — 56 000 . 1,73 — 27 400 - 0,89 = 0; 
P = 40 500 kgf; 

IH. SM, = P -3,00 56 000 - 3,00 + 20 150 . 1,09 = 0: 
P = 48 700 kgf: 


y Sistemul atinge starea limită evident pentru valoare 
mică a sarcinii P, şi anume pentru P = 30 130 kgf 
: gf. 


Metoda statică. Admitem că 
sub efectul sarcinii P în bara BD 
ia naştere efortul de întindere 
N, = 1. Din condițiile de echilibru 
rezultă (fig. 8.7): 


a cea mai 


N, = 1,41 P — 0,707 
N, = P40,366 
N sa 1 


__ Suprapunem acestei stări de ten- 
Fig. 8.7 siuni o alta de autotensiuni adică 
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o stare de tensiuni compatibilă cu legăturile dar corespunzînd unei 
sarcini P = 0. O astfel de stare este ilustrată în schema din fig. 8.8 
pentru care am considerat valoarea efortului N, ca fiind necunoscut, 
ÎN, se 


No 


Cele trei eforturi concurente N,, N>, N, trebuie să fie în echi- 
libru. Sistemul inițial fiind simplu static nedeterminat, schema din 
figură este singura ce poate lua naștere în sistem. 

Rezultă: N, = = 1,98 X; N; = 2,718 X; N= X. 

Suprapunînd cele două stări de tensiune se obține: 

N, = 1,41 P — 0,707 — 1,98 X 
N, = 1 + 2,78 X 
N, = P + 0,366 + X. 

Aceste eforturi trebuie să rămînă inferioare efortului limită din 
bara corespunzătoare adică : 

a) — 27,40 tf << 1,41 P — 0,707 — 1,98 X < 27,40 tf bara 7 

b) — 20,15 tf x 1 + 2,78 X < 20,15 t  bara2 

c) — 56,0 tf«P + 0,366 + X < 560 ti bata, 


Reprezentînd grafic inegalitățile (a), (b), (c), se obţin cîte două 
drepte (a, a), (b, b), (c, c), care închid fiecare domeniul în interiorul 
căruia sarcina P poate avea valori care nu conduc la atingerea limitei 
de curgere în barele 7, 2 sau 3. Domeniile comune din diagramă pentru 
două bare închid valorile pe care le poate lua sarcina P, fără ca 
cele două bare să atingă limita de curgere, deci dau răspunsul la 
problema căutată. În cazul de faţă, fișiile (a, a) și (b, b) (fig. 8.9) 
dau valoarea maximă a sarcinii P pentru sistemul studiat şi anume 
P = 30 130 kgf, valoare găsită anterior prin metoda cinematică. 

De menționat că putem admite şi altă valoare pentru etortul 
din bara 2 la starea de tensiuni oarecare a sistemului admis inițial 
(valoarea N, = 0 aducea simplificări). 

Redistribuirea eforturilor. În domeniul de comportare elastic al 
sistemului, eforturile în bare sînt: 


N, = 1,07 P 
N, = 0,49 P 
N, = 1,18 P. 


Reprezentăm grafic eforturile în bare în funcție de P; elesînt 
drepte care trec prin origine. Reprezentăm totodată dreptele : 

N, = 27 400 kgf, N, = 20 150 kgf şi N, = 56 000 kgf care figu- 
rează capacitatea portantă, deci limita superioară a efortului în bara 
respectivă. 

Din fig. 8.10 se vede că dreapta N, 1,07 P intersectează dreapta 
N, 27 400 kgf în punctul A de abscisă P = 25 400 kgf. Înseamnă 
că prima bară a ajuns la curgere. Creşterile AP ale forței P de aici 
înainte vor fi preluate numai de barele 2 și 3: AN, = 2,00 AP; AN, 

1,73 AP. 

În felul acesta s-a produs redistribuția eforturilor în bare. Rela- 
tiile dintre forța F şi eforturile în bare se vor scrie: ) 

Ni +7400 kgf 


N, = 0,49 - 25 400 ++ 2,00 (4 25 400) 
N; = 1,18 : 25 400 + 1,73 (P — 25 400). 


' 
N, ajunge la valoarea limită 20 150 cînd P = 29 400 kgf şi sistemul 
întreg se transformă într-un mecanism. 

Trebuie făcută observația că sistemul simplu static nedeterm 
din exemplul ales este printre cele mai simple. Să luăm un alt ex 
și anume o consolă alcătuită dintr-un sistem articulat, simplu 
nedeterminat, solicitată tot la o singură forță concentrată P (fig 


ză 


Reprezentate grafic se obțin dreptele Ni, N; şi N3; se vede 
1 
A 


X=1I8P =N, 


N= 38.0 


na ——————————————— 
256 294 PAgr-I0? 


Fig. 8.10 
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Aplicînd metoda cinematică trebuie găsite toate schemele potrivit 
cărora sistemul se găseşte într-o stare limită prin pierderea indefor 
mabilității datorită atingerii limitei de curgere în două din cele șase 
bare ale sistemului. Numărul acestor scheme este dat de relația 
C? ==, 


6 

În figură sînt arătate cele 15 scheme posibile. Se constată că, 
chiar în cazul problemelor simple, a unor sisteme articulate supuse 
a o singură forță concentrată, fixă, determinarea valorii acestei 
sarcini care conduce la atingerea stării limită este laborioasă. Este 
ușor de înțeles că aplicarea metodelor descrise mai înainte la sisteme 
nultiplu static nedeterminate, cu sarcini mobile, prezintă dificultăți 
deosebite. Este logic să se pună deci problema economiilor care se 
ot realiza prin procedeele de calcul care țin seama de redistribuirea 
eforturilor la starea limită, economii care să justifice folosirea unor 
procedee extrem de laborioase. După A. R. Rjaniţin* economia poate 
atinge 20% față de metoda clasică, dar acest procent poate varia 
mult de la un sistem la altul, construcțiile la care se găsesc în același 
timp elemente subdimensionate cît și supradimensionate fiind printre 
cele la care prezintă avantaje calculul elasto-plastic. 

Din contră, la construcțiile la care toate elementele sînt uniform 
solicitate, avînd acelaşi coeficient de siguranță, pentru toate schemele 
de încărcare, avantajul procedeului nou de calcul devine practic 
neînsemnat. 

Trebuie precizat încă o dată că la sistemele calculate în ipoteza 
comportării elasto-plastice a elementelor, materialul trebuie să aibă 
un palier de curgere eft mai întins posibil, adică să se apropie de dia- 
grama lui Prandtl. Oţelurile de construcție satisfac această cerință ; 
de asemenea aluminiul. Sînt însă materiale folosite în construcții 
care nu au un palier de curgere dezvoltat (ceea ce poate produce 
distrugerea unor fibre în faza atingerii tensiunilor de curgere pe toată 
secțiunea). Betonul, betonul armat, zidăriile din cărămidă și piatră 
nu pot fi considerate ca avînd comportare elasto-plastică decît la 
eforturi de compresiune și într-o măsură mai restrînsă. Elementele 
din materiale fragile nu pot fi calculate decît prin metodele clasice 
bazate pe teoria elasticităţii. 


3.2.2. Înecovoierea 


În cele ce urmează se dau elemente de calcul pentru bare alcătuite 
dintr-un material elasto-plastic, supuse la încovoiere. De la început 
se precizează că este vorba de grinzi la care influența forțelor tăie- 


* A. R. Rjaniţin [8.8] 
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toare asupra deformaţiilor secțiunilor transversale este neglijabilă 
ceea ce se realizează la grinzi a căror deschidere este de cel puţin 
4—5 ori înălțimea secțiunii (la secţiuni dreptunghiulare). : 
Experiența arată că în aceste condiții și în cazul solicitărilor care 
depășesc limita de elasticitate se poate menţine ipoteza de bazăa 
teoriei clasice a încovoierii, şi anume ipoteza secțiunilor plane. ai 
Dacă materialul din care se execută grind 
asemănătoare celor reprezentate prin diagrama lui Prandtl, atunci 
diagrama tensiunilor care iau naştere în secțiunea solicitată de un 
moment încovoietor a cărui intensitate creste, va avea urmăţoarele 
aspecte potrivit stadiului de solicitare (fig. 8.12). ) pera 


a prezintă caracteristici 
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Stadiul I. Tensiunile pe întreaga înălțime a secțiunii sînt infe 
rioare limitei de curgere. E stadiul elastic pe care se bazează teoria 
clasică, 

Stadiul Il. Fibrele extreme au ajuns la limita de curgere; defor- 
maţiile cresc o dată cu solicitarea, dar ele nu se mai încarcă cu efort 
peste limita de curgere. Fibrele care se găsesc spre centrul secțiunii 
sînt în stadiul elastic, tensiunile sînt inferioare limitei de curgere în 
ceste fibre centrale. 

Stadiul III. Practic, întreaga secțiune este plastifială, toate fibrele 
fiind în aceeaşi stare de tensiune a cărei intensitate este egală cu 
limita de curgere. Se produce articulația plastică. Teoretic, trebuie 
să-i: corespundă o curbură infinită a grinzii şi deci și alungiri infinite 
ue fibrelor extreme ale secțiunii transversale. 

În conformitate cu teoria plasticității articulația Plastică permite 
rotații indefinit de mari sub moment încovoietor constant, deci sub 
încărcare constantă ; la aceste încărcări pot să se dezvolte deformații 
mari ; esențial este că formarea articulației plastice transformă structura 
într-un mecanism. Deosebirea față de articulația mecanică constă 
în aceea că în timp ce aceasta permite rotiri la un moment oricît 
de mic, în articulația plastică mecanismul funcționează numai după 
ce momentul încovoietor a atins o anumită valoare. 

Articulația plastică este o noțiune abstractă, ea nu corespunde 
în totul comportării reale. O comportare de articulație efectivă pre- 
supune deformaţii specifice infinite; ecruisarea care apare produce 
creşterea momentului plastic ; cu toate că nu este în strictă concor- 
danță cu rezultatele experimentale, articulația plastică este funda- 
mentată mai mult de experiență decît de teorie. În sensul acesta sînt 
încercările făcute acum aproape 40 de ani de Maier-Leibnitz: la 
grinda simplu rezemată cu secțiunea I de 1,6 m deschidere, încărcată 
cu o forță concentrată la mijloc, curgerea a început la o sarcină de 
12,66 tt; încărcarea corespunzătoare articulației plastice calculate 
le 14,7 tf a fost însă depășită, distrugerea s-a produs la 16,9 tf prin 
Hambaj lateral; de observat că pentru sarcinile depășind valoarea 
determinată prin calcul deformațiile au fost foarte mari. 

În articulaţia plastică nu sînt luate în considerare eforturile radiale 
o, fără care o curbură accentuată nu poate fi concepută; o fibră 
curbă nu poate fi în echilibru numai sub forțe de întindere (compre- 
siune) fără eforturi radiale ; la deformaţii mari, o parte din încărcare 
este preluată și prin forțe de întindere; efectul acesta trebuie consi- 
derat ca efect secundar neinfluențînd considerabil capacitatea de 
rezistență. 

Dacă se consideră secțiunea transversală dreptunghiulară a unei 
grinzi care se află în stadiul elasto-plastic, se poate ușor determina 
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Ma 
Fi 
Fig. 8.13 


* După G. Baker. 
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momentul încovoietor exterior 
corespunzător distribuţiei ten- 
slunilor din secțiune. 

Fie o distribuţie a acestor 
tensiuni ca! în fig. 8.13*, în care 
limita de curgere o, a fost 
atinsă pe o adîncime a secțiunii 
h—a 


transversale egală cu ră- 
minînd un sîmbure elastic de 
înălțime a. Lățimea secțiunii 
transversale este b. Alungirile 
specifice, în ipoteza secțiunilor 


ia a) z ~. Oe . . 
plane, vor fi e, = A la limita 


sîmburelui elastic. 
Momentul încovoietor se 
poate exprima atunci prin: 


BaN a d 
a h p á 
2 2 
Dee a 2er 1 dy 
a h p dz? 
2 Oa € 
a 4 = Apt e Et e a Ze ale, 
dx? a y” Ey” 
ime E bot 
a 3E? (y”)2 


” bh A 7 
Dacă se notează M„ = Wo, = — o, în care W este modulul de 


rezistență, se obține : 


M= Mal 2o? | (8.1) 


2 PEY" 
care reprezintă dependența dintre momentul încovoietor din secțiune 
si curbura grinzii, ținînd seama de caracteristicile elasto-plastice ale 
materialului. Reprezentînd grafic această relație se obține diagrama 
din fig. 8.13. 

Se observă că valoarea limită către care tinde momentul încovo- 
ietor din secțiune — în momentul formării articulației plastice 

bh? 


este egală cu Mum = 3/2 M a = Tü deci cu 50% mai ridicat decît 
valoarea momentului încovoietor admis de metoda clasică. Această 
valoare presupune y” = oo. 

Dacă momentul încovoietor limită se exprimă sub forma : 


M sim (8.2) 
(8.2 


Og 
2c 


M im "= We. se obține: Wp = 


Prin analogie cu stadiul elastic, mărimea Wp, se denumește modul 
de rezistentă plastic. În cazul particular al secțiunii dreptunghiulare 


W, are valoarea : 


h bh . wW i e e 
Wp = “iar raportul —# = 1,5. Pentru diferite forme ale 
4 W 


EI 


să : > Wn a E 
secțiunii transversale valorile raportului T sînt date în fig. 8.14. 
7 


W 


Cu cît este mai integral folosit materialul în secțiune după criteriul 
A : R ; w 
metodei clasice, cu atît mai aproape de unitate este raportul ai 
WwW 
De aceea profilul ideal este cel la care în materialul cît mai depăr- 
tat de axa neutră — se nasc practic aceleași tensiuni limită pe toată 
aria, iar secțiunea transversală romboidală care prezintă material 
puțin la fibrele extreme, aglomerîndu-se spre axa neutră, este cea 
z s : m A W 
mai puțin avantajoasă avînd raportul Fr = 2. 
W 
Determinarea analitică a modulului de rezistență plastic, pentru 
secțiunile transversale avînd o axă de simetrie orizontală, se tace 
cu ajutorul relației : 
M 


lim 


SA 2f dyii 20, | ydA = 26, 
A 
2 


ojla 
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de unde: 
Wa za 25S z 2A 1Ya (8.3) 


în care S este static jumătății i 
u ire S este momentul static al jumătăţii de secţiune în raport cu 
axa de simetrie (fig. 8.15). | | 
o ale sepuni aituretiee, se determină mai întîi poziția 
a i A = în stadiul limită, ceea ce se realizează ușor exprimînd 
să suma ensiunilor de compresiune, în acest stadiu, egalează suma 
tensiunilor de întindere, adică: Alia mad 
T r = 
2 X = As, — Azo, 0 
de unde: | 1 
<1 zl 9 (5.4) 
ceea aa r i A e ` -ă ar rra $ i i i 
+ ce revine a spune că axa neutră, în stadiul limită, împarte sec- 
iunea în două părți echivalente (fig, 8.16). ; 
ka Determinarea poziției axei neutre în acest stadiu se poate face 
Pa comod pe cale grafică după cum este indicat în fig. 8.17 
i otrivit acestei metode aria totală se împarte în fişii ale căror 
art se insumează treptat şi se raportează la scară obținîndu-seo 


RMA SECTIUNI | Wy 
MA SECTIUNII | - 7 
| M ] 
= | 
| Io Ra 
|i Proflidzal 
| = qe 
PET X Laminat WE 17 
aAa PR 
9 - Tubular | 427 | 
T; compresiune 
__Axa neutră 


A intindere 


urbă a cărei abscisă inferioară este egală cu aria totală. Verticala 
ridicată la jumătatea acestei abscise determină un punct pe curbă 
are la rîndul său determină poziția axei neutre. Momentul limită 
se poate obține din relația : 


M s, În = Wo, înc Wa e î.4 (8.5) 


lim c 


) 


Axa neutră __ 


Fig. 8.17 
în care: 
A este aria secțiunii transversale ; 
g distanța dintre centrele de greutate ale celor două porțiuni 


echivalente ale secțiunii. 
iste uşor de demonstrat că centrul de greutate al întregii secțiuni 
se găseşte la jumătatea distanței dintre centrele de greutate ale celor 
două părți echivalente. De unde: 
M W pio pă A pote, +8 
i lim pi 2e = Da - de 
în care regăsim momentul static al jumătăţii de secțiune în raport 
cu o axă care trece prin centrul de greutate al întregii secțiuni. 
Pornind de la formulele stabilite în paragrafele anteriore, se poate 
determina înălțimea a în secțiune transversală a sîmburelui rămas 
încă elastic, funcție de solicitarea din secțiune, de caracteristicile 
geometrice ale acesteia şi de proprietăţile elasto-plastice ale mate- 
rialului : 
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sau ținînd seama că: 


bh? 
0, =M 


ah Va a (8.6) 


ex A: a Rgs A A a $ A i $ i 

presie care stabileste relația dintre înălțimea sîmburelui elastic si 
momentul încovoietor în lungul unei grinzi. j 

4 a 

Fie cazul unei grinzi cu o sarcină concentrată la mijlocul ei, avînd 

2 LA i i 
wor transversală dreptunghiul ară (fig. 8.18). 
o in relația stabilită, să determinăm la ce dist: anță de reazem 
; epe să se manifeste curgerea fibrelor extreme, dacă la mijlocul 
grinzii s-a produs articulația plastică ; punem condiţia 
ţ 


lim 


4 h, 


rezultă : l h Vi | ai | sau M 2 (8.7) 
DE 3 O, 
V tim M tim 3 


Dias å în secțiunea în care momentul încovoietor este 2/3 din cel limită, 
ucru evident faţă de cele stabilite anterior. Cum în cazul de fată 


diagrama momentelor încovoietoare variază liniar, la distanţa x = — 


incepe zona de plastifiere a fibrelor grinzii. 
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În cazul în care aceeași grindă ar fi fost încărcată cu o sarcină 
uniform distribuită, am fi avut aceeași condiție : 


M _2 
M im 3 


dar distanța pe care se întinde zona de plastitiere a fibrelor este de 
această dată egală cu 0,288 Z, de o parte și de alta a mijlocului grinzii 
(fig. 8.19). 

Sîmburele elastic este limitat în acest caz de două planecare 
se intersectează după o dreaptă trecînd prin secțiunea de mijloc a 
grinzii. În cazul în care momentul încovoietor maxim nu atinge 
valoarea momentului limită, atunci zonele plastifiate rămîn la partea 
superioară şi inferioară a grinzii şi nu se ating. Dacă grinda are sec- 
țiunea transversală alta decît dreptunghiulară, extinderea zonei 
plastifiate ia diferite valori depinzînd de raportul E Se 

lim 

Deformaţiile grinzilor în stadiul elasto-plastic. Situindu-ne tot 
în cazul unei grinzi de secțiune transversală dreptunghiulară și rezol- 
vînd ecuația (8.1) în raport cu curbura, obținem : 
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în care: M este momentul încovoietor din secțiune, iar 


bh2 
Ma = a S 
6 


Această expresie dă valorile curburei fibrei medii a grinzii pentru 
zona în care fibrele extreme au început să curgă, adică zona în care 
M > Mu. De la valorile curburii se poate trece Îa determinarea formei 
fibrei medii deformate prin metodele clasice. 

În secțiunea în care momentul încovoietor atinge valoarea sa 
limită Mum = 1,5 My, curbura tinde către infinit, adică axa grinzii 
se frînge. Practic, deoarece grinda nu se rupe, se realizează local un 
arc de curbă cu o rază de curbură foarte mică (fig. 8.20). 

Dacă se ia o grindă în consolă de secțiune dreptunghiulară cu o 
sarcină concentrată la extremitatea ei, (fig. 8.21) ecuația fibrei medii 
deformate va avea expresia : 


Ely” M Py: yy Pa 


Fig. 8.20 
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pentru porțiunea d > x > 
bh? 


O adică porțiunea pe 


care M <Ma 


i h in? a 2 s A 
ntru porțiunea d < x < l ținînd seama că M, 


(8.9) 


Pa. 


Integrînd ecuațiile şi determinînd constantele de integrare, se 
obține pentru porțiunea JI, ecuația fibrei medii deformate : 


V2 od? Ira "A x PW 
y = 4 | (i i Vis | | 
i < : 1 K 4 N 
3 Eh d (8.10) 
Vă ada la 2 
Nâ Get ÎS EA (E v) 
Eh d 
iar pentru ecuația pantei tangentei la fibra deformată : 
2/2 fa Ss a E 
pi e EA [15 na pen MAL a Ed 
i Eh d d 
5 i 3 
În cazul de față secțiunea fiind dreptunghiulară Ms, g M a 
ded tet d, valoare care înlocuită în formula (8.10) dă expresia 
9 


i i inzii cînd în încastrare s-a atins starea 
săgeţilor pe porțiunea JI a grinzii cînd în încastrare s-a atins stare 


Vi Viim 


4 la od? ! pa x 8 
dpi: {LS A 
3 Eh d 
9x9 e i 
2 V2 ocd RA 
Viim E a a T 1,5 T'aan 
Eh d 


ceea ce în punctul B dă: 


. H = 
Y Biim - > e. Blim 


(8.11) 


(8.12) 


Prin integrarea ecuaţiei fibrei medii deformate pe porțiunea / 
a grinzii se obține : 


„3 A od? 
dp e Ock? 3 Oc dx + 10 cd” 
3Edh Eh 3 Eh 
, 0,42 a Sed 
y = = — 3 ; (8.14) 
g Edh Eh 
pentru x = 0 se obține valoarea săgeții sub sarcina P în cazul cînd 
în încastrare s-a atins starea limită de curgere : 
10 od? si 
Prim die (8.15) 
3 Eh 
lar în cazul secțiunii dreptunghiulare: d= 2z 
3 
p 40 ol? ogl? i 
Jim => = 1,481 ©. (8.16) 
27 Eh Eh 


Pentru a compara această valoare cu valoarea săgeții sub sarcina 
P în cazul cînd curgerea a apărut numai în fibrele extreme ale sec- 
țiunii din încastrare, se poate determina această valoare din urmă 
punînd condițiile x = d = } şi y'(l) = 0, ceea ce dă: 


- aa Sel? 
Sirsa 0,667 T 
făcînd raportul valorilor celor două săgeți se găseşte : 
1,481 4 
= — = 2,22. 


0,667 


Í 


lim 
Tima 
De remarcat că în încastrare în stadiul limită atins se realizează 

o curbură infinită, ceea ce nu conduce însă la o săgeată infinită. 


Calculul unei grinzi statie nedeterminate în domeuiul elasto- 
plastic. Fie grinda continuă pe două deschideri egale, încărcată cu 
o sarcină concentrată pe una din deschideri, aplicată la mijlocul ei. 

Calculul clasic dă următoarele valori ale momentelor încovoie- 
toare : 


Mo = Pl 
Mayai = >] 


i ă în stadiul elastic, atît în secțiunea 
Dacă grinda este dimensionată în stadiul elastic, atit ne 
i i a - avea as o: 
ît şi î i eforturilor unitare vor avea 
D cît și în C diagramele eforti i vor pei ge A 
fig. 8.22, a, în secțiunea D în fibrele extreme luînd naştere ce 
5 e A £ . e4 » 
efortul unitar admisibil. ile SAT 
Dacă valoarea sarcinii P creşte, momentele i ÁA ep ae: 
ÎL ni n iuni f pînă cînd în fibrele extreme 
torturile unitare din secțiuni de asemenea, pînă cînd în pia ge 
j . . 3 paean = NE: 4 
Ue secțiunii D apar eforturile unitare de curgere (fig. 8. > pa ai 
vine continuu valoarea sarcinii P, zona de curgere pătrunde pte 


Fig. 8.22 
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pe înălțimea secțiunii din D, fenomen care apare și în secțiunea dir 
B după ce fibrele extreme au ajuns la curgere (fig. 8.22 c) {a ka 
următoare (fig. 8.22, d) s-a realizat articulatia plastică în D iar în 
B curgerea pătrunde spre interiorul secțiunii diminuînd strmbur le 
elastic pină ce cuprinde întreaga secțiune (fig. 8.22, e) Din audă 
moment sistemul poate fi considerat ca static determinat : doui 
Srinzi static determinate legate printr-o articulație în care a Ho 
treaza un moment încovoietor cunoscut Mp = Mii şi o forță dată 
P, Faza finală, limită, este cea la care în punctele D'y B s-au rođis 
articulații plastice, ceea ce conduce la pierderea indeformabilității 
sistemul a devenit un mecanism. În tot acest timp se menține kaa : 
Mo ELM a i 


ð ca 


P a stadiul limită, în secţiunile D și B eforturile unitare interioare 
echiibrează un moment încovoietor limită egal cu: l 


Mp Mp ME i eWay 
sau 
Pit Wu 
lim C 
My i - Mp Vi 

de unde: 

P, Mg _ Wp 

~ lim ] i Ea * Op. (8. 17) 


Dacă acestei stări limită i SEE 
€ g £ stari limită 1 se aplică acun afici : Sa 
r az E a acum coeficient  siotranță 
â se obține : entul de Siguranță 


6W 
P. = 7. y 
adm pp Fo a (8. 18) 


Pe baza celor expuse se poate conchide : 
A Starea limită a sistemului a fost atinsă în momentul cînd s-au 
realizat două articulații, indiferent de ordinea cronologică a a ariţi al 
lor. Generalizînd, putem spune că la un sistem de n ori static kra 
minat, capacitatea portantă limită este atinsă cînd se realizează 
n- l articulații plastice în care apar aceleaşi valori limită ale momen- 
telor încovoietoare dacă secțiunile au aceleași caracteristici geometrice 


Pentru eX mplul € c i ] + 
= Ales 2 O ec aras T i 
; c ` CCR se mal tre 2 
PE: “ ria in e eS u St neces se ece rin calculu 1 
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Exemplu numerie. Fie o grindă continuă pe două deschideri de 5 m, alcătuită din 
tr-un profil I 40 laminat din oţel Ol 38; să se calculeze forța capabilă pentru coeficientul 


de siguranţă 1,714. 


1) Metoda clasică 


o 2400 Pa. 
Pentru Ol 38 c, 2 400 kgtf/em?; oa : TES 1 400 kgf/cm? 
2 1,714 
W y 1 460 cm? 
i V i 00 2 044 000 kgf c = P . 500 
M maz Fe PI Wa met Ga 1 460 . 1 40 2 044 kgf cm ETA i 


le unde: Padm 20 150 kgf 


2. Metoda stării limită (elasto-plastică) 
Aplicăm formula : 


66W pi 


l 


4 
adm 
d al 


W pi n ann 
—E = 115 ... L17 (v: fig. 8.14) 
W 
W pi 1460 + 1,15 = 1 680 em? 


3 e t să 99 9 af 
Padm 28 200 kgf. 


Rezultă un spor al sarcinii admisibile de 40%, față de valoarea dată de metoda 


clasică. 


În cele ce urmează se studiază un cadru triplu static nedeterminat 
aplicînd calculul în domeniul elasto-plastic (fig. 8.23). Analiza modu- 
lui de distrugere a cadrului prin apariția articulaţiilor plastice conduce 
la reținerea a trei posibilități de bază de a se ajunge într-o asemenea 
stare limită. l | r 

Dacă presupunem că forța verticală P reprezintă sarcina moartă 

L sarcina utilă, iar forța orizontală H este produsă de presiunea 
vîntului (fig. 8.23, a), atunci de cele mai multe ori distrugerea se 
va produce potrivit modului din fig. 8.23, b. Dacă cadrul este foarte 
înalt sau dacă presiunea vîntului este ridicată, se poate produce diş- 
trugerea conform modului din fig. 8.23, c. Dacă presiunea vîntului 
este importantă, iar sarcinile utile sînt neînsemnate, cadrul se va 
distruge potrivit modului din fig. 8.23, d. In toate cazurile cadrul 
fiind triplu static nedeterminat, pentru a trece într-un mecanism, 
trebuie să se ajungă la formarea a patru articulații. 


Pentru exemplificare să simplificăm problema presupunînd încăr- 
carea din fig. 8.24; să desfacem cadrul în două console introducînd 
pentru echilibru legăturile necesare. În fig. 8.24, a este luată în con- 
siderare o sarcină utilă p uniform distribuită pe toată deschiderea 
cadrului, iar în fig. 8.24, b sînt reprezentate forțele introduse la des- 


Dig. 8.23 
facerea legăturilor şi care pot fi considerate ca ce 
nedeterminate ale sistemului, 

Datorită simetriei mecanice și de încărcare 
Admițînd că distrugere 
se poate forma 


le trei mărimi static 


a cadrului, S = 0. 
a se va produce ca în cazul din fig. 8.23, b, 


următorul sistem de ecuații, exprimînd că în cele 


M SRAC 


— 
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atru puncte B, C, B', A' s-au format articulații pash căror 
pe i miza > Á i a A e ă), 
moment plastic este Mp, (secțiunea cadrului este constan ) 


În punctul B: 
PE 1 (M + Rh) = — My 


8 


În punctul C: 


M = + Map 
În punctul B': 
PE a (M + Rh) e e Mg 
8 


În punctul A”: 


-PL LIM + Ru + ha] = + Mar 
3 L 
Rezolvînd sistemul rezultă : 


TEE E TEN E E E (8.19) 
Mii A a) ie IreR 


ha 


unde k = — 

li , 

je că y 3 de sarcina p şi se 

Din relația (8.19) fie că se deduce My produs de og să Aa 

compară cu momentul M tim calculat potrivit elemente or ge cin 

ale secțiunii și a limitei de curgere a materialului, fie că oe pus aai 

cu valoarea limită a lui My, şi se determină e sera p. Dacă 1 r i 
di i i i >zultă că sarcina / 

i i > inferior lui Mim rezultă că s 1 

culat din relația (8.19) este pean pana n 

este suficient de ridicată pentru a produce toate patru articulaț 
plastice. 


8.2.3. Încovoierea oblică 


doi DPTR E eee! 
S-a arătat mai înainte că în stadiul limită secțiunea transversa 


î i împărțită î ă arii echi- 
a unei grinzi supuse la încovoiere este împărțită în două a 
€ g X 
valente de către axa neutră: 


Cînd în stadiul limită planul forțelor, 
centrul de greutate al întregii secțiuni, se 
şi ea, dar respectînd condiția de 


descrie o curbă 
A 
Centrul de 


Aud principala de 
inertie 


de merti 


Ară principats de 


$ Pied ai 


greutate ale acestor arii C, si C, vor 


7 


greutate al întregii sectiuni (fi ORA 
T 5 Cc l 211 secun g ) parte în două 
părți egale segmentul z care ur ti (fig. 8.29) Pre n două 

£ seg tul z care unește cele două centre C 


v Co, de unde 
simetrie al curbei et har mai, 
geometric al lui C,, C, (fig. 8.26) i 

Se demonstreaz ză ușor că ea 
genta la curbă în punctul C; saù 
C corespunzînd unei anumite stări 
limită, este paralelă cu axa neutră 
a acestei stări limită. 


E zi zA 

Curba poate fi definită — se 

demonstrează — prin curbura ei: 
dæ 6A p 


în care b este lungimea axei neutre 
în stadiul limită considerat. 


În cazul secțiunii dreptunghiu- 
lare (fig. 8.27) : 


trecînd totdeauna prin 
roteşte, axa neutră se roteşte 
a împărţi secțiunea în două arii echi- 


în care « este unghiul de înclinare al axei neutre într-un stadiu limita 
față de axa Cx, iar B lățimea secțiunii. Rezultă: 


da 64 GA cos? a 


ds b3 B3 


în care y este ordonata unui punct din curba centrelor de greutate 
ale semisecțiunilor. 
De asemenea, 


r COS 4 = — = 


și înlocuind : 


GA 6H 
y" = = == const, (8.20) 


de unde deducem că este vorba de o parabolă de gradul doi; centrele 
de greutate C, şi C, se găsesc pe o curbă formată din 4 segmente de 
parabolă. 


8.2.4. Calculul barelor supuse la încovoiere şi efort axial în dome- 
niul elasto-plastie 


Ne vom situa în cadrul elementelor de secțiune transversală drept- 
unghiulară supuse la un efort de compresiune excentrică. Dezvol- 
tarea eforturilor unitare în secțiunile barei pe măsură ce efortul nor- 
mal N crește şi deci și momentul încovoietor M = Ne (excentrici- 
tatea rămîne constantă) este ilustrată în fig. 8.28. 

Și în acest caz de solicitare se poate considera în stadiul limită 
o diagramă dreptunghiulară a eforturilor atît pentru zona întinsă, 


c. Limita de can gere este d Curgerea a cuprins 
s4 atins lo ambele intreaga sectiune= 
tatea inferioară extremități ale sectiuni sfareă limită 


Fig. 8.28 


cît şi pentru cea comprimată. Să determinăm valoarea fortei axiale 
limită Num ŞI a momentului încovoietor limită M.. care provoacă 
articulația plastică. ai i j 

Pentru aceasta, pornind de la diagramele eforturilor unitare să 
aplicăm „condiţiile de echilibru acestor eforturi. Proiecția eforturilor 
pe o axă orizontală dă (fig. 8.29): | 


Nso 


în care b este lățimea secțiunii. 
Din această relație se deduce poziția axei neutre: 


N 


(8.21) 


2bo, 


n a 
i Condiția ca suma momentelor să fie nulă pentru orice punct 
deci ŞI pentru punctul O, care este centrul eforturilor unitare de 
compresiune, dă: 


x h h 
Me = | s) bo, — M + N? A = 0 
2 \2 4 2 
sau 
bhe N i 
pate hya M p n N 
4 2.2b0; | > 2ba, 
N 
0256h 


-025 thg 


io 9 
Fig. 8.29 Fig. 8.30 


tinînd seama că: 


bh? E 
= g e= M iim si bho, = N im 
N2 
M rim — M — = 0 
4bo; 
zu id M y? 
l A, e E e ve me = — = 0 sau 
M im 4 boc bh? Oc M tim Nim 
M j A 
ie te papa SI d (8.22) 
M tim 


Dacă reprezentăm grafic această relație dintre forța axială şi 
momentul încovoietor în stadiul limită, se obțin două arce de parabolă 
ca în fig. 8.30. Orice punct aflat în interiorul regiunii delimitate 
de aceste parabole reprezintă o pereche de valori M și N care satisfac 
condiția pusă, deci reprezintă valori admisibile, care ne conduc la 
o stare limită. În particular spațiul limitat de rombul trasat repre- 
zintă limitele în care perechi de valori ale lui N şi M produc solici- 
tări în domeniul elastic, adică satisfac relația 


M N 
I-AA 
W A 
sau 
6M N] i 
-4+ — | < | F! 
bh? bh 


8.3. CONDIȚIILE DE PLASTICITATE ÎN CAZUL STĂRII PLANE DE EFORTURI 


luarea în considerare a eforturilor unitare tangențiale la grinzile 
solicitate la încovoiere conduce la starea plană de eforturi. Încer- 
cările făcute în decursul timpului asupra comportării materialelor 
sub stări mai complexe de eforturi pînă la atingerea stadiului de 
deformaţie plastică și apoi de rupere au dat posibilitatea cercetă- 
torilor să propună mai multe criterii pentru stabilirea condițiilor în 
care apar deformaţiile plastice şi apoi ruperea materialelor ductile. 
Dintre acestea, pentru uzul practic ingineresc au fost reținute în 
special două: criteriul (teoria) efortului tangențial maxim și cel al 
energiei elastice de distorsiune sau al efortului tangențial octaedric. 
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Teoria efortului tangențial maxim se bazează pe studiile făcute 
de Tresca asupra curgerii plastice a metalelor moi (plumbul, de exem- 
plu) prin orificii ; conform acestei teorii se presupune că stadiul plastic 
în asemenea metale este atins atunci cînd efortul tangențial maxim 
atinge o valoare constantă care este tocmai valoarea rezistenței interne 
la forfecare. Apariţia liniilor de lunecare, a căror direcție este foarte 
apropiată de direcția efortului tangenţial maxim, în barele solicitate 
la întindere — la unele metale (oţelul moale) chiar coincide — pare 
să confirme validitatea teoriei. 

Notînd eforturile unitare principale în ordinea mărimii lor algebrice 
6, < 02 < o, teoria se exprimă matematic sub forma: 


o - Oa 
= = — const, 
9 


“max 


Această teorie trebuie să se verifice şi în cazul întinderii simple 
la care curgerea plastică apare la valorile eforturilor principale : 
01 = Op G = 03 = 0. De aici rezultă valoarea constantei: 


9] 
== ponsi, = 


“max 


iar teoria se poate exprima sub forma : 


Comportarea metalelor solicitate la eforturi de compresiune neegale 
după cele 3 direcții pînă în domeniul plastic verifică de o manieră 
satisfăcătoare această teorie deşi rezultatele încercărilor par să arate 
că trecerea în domeniul plastic se produce la solicitări diferite pentru 
aceeași valoare a efortului tangențial octaedric. 

Teoria efortului tangenţial octaedric coincide cu cea a energiei 
de distorsiune maximă (teoria Huber-Hencky) datorită asemăriării 
expresiilor 


Toct 3 Vlo: — Ga)" + (op — apt F (03 — o) 


Wa = ze [(0. — 02)? + (02 — 03)? + (63 — 0,7]. 
DI 


Verificînd în cazul întinderii simple o, = o, , 
comparînd rezultatele, se obține în ambele cazuri criteriul de plastic 
tate 


= s =U Bi 
i 
i 


Hfortul octaedric la care apare deformația plastică este 


9 
Tao = "3 Og => const. 
Adoptînd drept criteriu de plasticitate efortul unitar tangențial 
onstant și ca încercare de referință încercarea la forfecare pură în 


are 
O = a= Ga, 


lorturile unitare principale pentru care apare curgerea plastică a 
naterialului sînt : 
> A = p i ra i ri `, + + 
a) după teoria efortului tangențial maxim constant 


Oç . 
Gj = =e E a a. ] 


b) după teoria efortului tangențial octaedric constant 


Sa 
Gu = — Gap y3 à 


ð 


În cazul stării plane de eforturi produse la încovoierea grinzilor, 
cînd în secțiune apar atit eforturi unitare normale o datorite momen- 
tului încovoietor, cât și tangențiale 7 datorite forței tăietoare, efor- 
turile principale sînt: 


ay = 0 
PREE E Iată 
bg miem Vo AT a. 


E A pe ca E ; CEEE TE PRR 
În acest caz, cele două criterii de plasticitate ajung la următoarele 


expresii : i f 
a) după teoria efortului tangențial maxim constant 


Vo + 4r = o; 


b) după teoria efortului tangențial octaedric constant 
Vo: TST e Gia 
Pînă acum au fost prezentate succint numai două teorii de plasti- 
citate cele mai des utilizate în probleme de construcții. Numărul 
teoriilor, majoritatea relativ recente, este mare. Menţionăm că, așa 


cum a arătat W. Prager, teoriile importante sînt bazate pe relații 
liniare între tensori; ele sînt obținute prin derivare și integrarea 
deviatorului tensiunilor şi al deformațiilor sau prin relații între 
invarianţi. 


8.4. EFORTURILE UNITARE TANGENȚIALE LA GRINZILE SOLICITATE LA 
ÎNCOVOIERE 


În studiul formării articulației plastice la grinda solicitată la în- 
covoiere nu s-a ținut seama de influența eforturilor unitare tangențiale 
produse de forțe tăietoare. Este ușor de văzut că în zona plastică 
eforturile unitare tangențiale în secțiune sînt nule. 

Intr-adevăr, dacă din grindă, în zona solicitată în domeniul elasto- 
plastic, se izolează o porţiune de lungime infinit mică şi din aceasta 
o prismă cuprinsă numai în zona plastică pe toată lățimea grinzii 
avînd ca bază dreptunghiul lmno și se studiază echilibrul, se vede 
că pe cele două fețe laterale acționează forțe normale egale: N = A G, 
(4 fiind aria suprafeței laterale a prismei). Eforturile tangențiale 
pe fața de jos a prismei sînt ca urmare nule (fig. 8.31). 


EET 


Fig. 8.31 


t 


Eforturi unitare tangențiale vor apărea deci numai în zona elastică ; 
pentru a determina variația eforturilor unitare tangențiale, presu 
punem o grindă simplu rezemată de deschidere 2] şi de secțiune 
dreptunghiulară b X h, încărcată cu o forță uniform repartizată p. 
Notăm ca mai înainte cu a = a(x) înălțimea sîmburelui elastic al 
grinzii. Pip: r 

În sistemul de referință ales, ecuația momentului încovoietor 
într-o secțiune oarecare este: 


M = Ê (P — #3). 


Pentru a determina înălțimea zonei elastice egalăm momentul 
incovoietor cu momentul forțelor interioare 


Se [ae — a?] = Ê (P — 0), (8.23) 


12 og 


Înălțimea a a zonei elastice este: 


a? = 3k? — Ca (2 — x?). 


bog 
In secțiunea mediană a grinzii ea variază între 


he Š „a i At Zi atu 
t= h ind f= omi bo, (toată grinda în domeniul elastic); 


h? F 5 -tic qti: netică 
a = 0 cînd ja = = bo, (se formează articulația plastică). 


In cazul p = p, ecuația liniilor sîmburelui elastic este 


at = 3 i (8.24) 


reprezentînd o pereche de drepte simetrice trecînd prin origine. 
In zona elastică efortul unitar normal variază după legea: 


= ad. (8.25) 


Derivînd expresiile (8.23) și (8.25) în raport cu x se obține: 


9q da — 1224 , de dp IE 


3 LEA 
dx bog dx ai dx 


JA 
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ad A A v .. . da . 
Eliminînd între cele două expresii derivata = se obține 
dy 
do 12 


= — XV. 
dx BB 


Introducînd această valoare în ecuația diferențială de echilibru 
(2.29) 
ðo 


E Ia PT, 


Ox dy 


şi integrînd, se obține valoarea efortului unitar tangențial 


y . . v Pi a p 
Valoarea constantei c rezultă din faptul că pentru y + — efor- 


tul unitar tangențial este nul (t = 0) 


Se recunoaşte uşor că efortul unitar tangențial are aceeaşi expresi 
ca pentru grinda solicitată în domeniul elastic şi anume cea dată 
de formula lui Juravski 


o~ 
= 
mu du 


cu deosebirea că momentul de inerție în cazul de solicitare în domeniul 
elasto-plastic se referă numai la sîmburele elastic. Din expresia efortului 
tangenţial se vede imediat că efortul tangențial maxim se găseşte 
în zona elastică. De asemenea, este interesant de notat că pentru 
valoarea încărcării p, care produce articulația plastică de-a lungul 
zonei elasto-plastice raportul x/a este constant [v. relația (8.24) ] 
deci efortul unitar tangențial maxim (y = 0) este constant. 


e. uX 


Influența forței tăietoare asupra formării articulației plastice. La 
grinzile la care eforturile unitare tangențiale au valori relativ mari 
(cazul consolelor scurte, de exemplu) formarea articulației plastice 
este influențată de acestea. Această influență este de înțeles deoarece 
apariția eforturilor unitare tangențiale transformă problema efortu- 
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| 
| 
| 
| 


ilor unitare într-o problemă plană pentru care este valabil unul 
din criteriile de plasticitate. Admitem de exemplu drept criteriu de 
plasticitate pe cel al efortului tangenţial maxim: 

y o + 4r = o, 


c 


Pentru a concretiza, presupunem o grindă în consolă încărcată 
cu o forță concentrată la extremitate. Presupunem, de asemenea, 


j Zonă plastic 


Fig. 8.32 


că secțiunea cea mai solicitată, cea din încastrare, lucrează în dome- 
niul elasto-plastic. , 

Distribuția eforturilor unitare este cea din fig. 8.32; presupunem 
că intensitatea forței P crește pînă cînd tpar atinge valoarea 

zei E 

Tmas S 2 

În acest moment, starea de eforturi într-un punct din, secțiune 
situat la distanța y de axa neutră în domeniul elastic este : 


2y 


toja 
/ 
= 
/ 


Introducînd aceste valori în condiția de plasticitate se obține: 


Sc 1 i + 164 $ 
2 a? at 


ìe 


a 
< ee w S == 
=> y SS 2 > Tin a% 


(8.26) 


>] 


t 
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Valori mai mari decît Ea pentru Ta nu vor mai fi întîlnite în 
domeniul de valabilitate stabilit. Valoarea minimă se va găsi la înăl- 
E a 3 
țimea y = —, şi anume 7 = 8 o, Luînd ca mărime de compara- 
ție efortul unitar echivalent, variația aces- 
tuia 

NT 


| p poate fi reprezentată pe înălțimea sec- 

la] . .. IE 5 Ot 4 CE. . 

È Hunii (fig. 8.33). Se vede că practic pe 

=. d intreaga secțiune este îndeplinită condiția 
T ad . = . A a . ji 
l de plasticitate; practic, sîmburele elastic 


a dispărut şi s-a format articulaţia plas- 
tică. Concluzia care se impune este aceea 
că în cazul grinzilor acționate de forțe 
tăietoare importante, momentul încovo- 
tetor care produce articulația plastică este 
mai mic decît cel dat de formula de calcul : 


Ma aS 4 Sa). (8.27) 
Ss IRE D ; ; E 
| rai mult, la grinzile foarte scurte, articulația plastică poate fi 
lata in axa neutră, astfel că pot apărea modurile de inițiere a ar- 
ticulației plastice reprezentate în fig. 8.34*. O situaţie asemănătoare 


see: A PI IS 
Grinzi scurte Grinzi mijlocii 


Grinzi lung! 


Fig. 8.34 


S.D. Leites „Ob uprugo-plasticeskom izghibe balki priamougolnovo secenia' 
Izdatelstvo Akademii Nauk S.S.S.R., O.T.N. nr. 6, 1961. i i 
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pare la grinzile I solicitate de forțe tăietoare importante. În aceste 
rinzi eforturile unitare tangențiale au valori importante în inimă ; 
practic, inima preia toată forța tăietoare. Variația eforturilor unitare 
tangențiale de-a lungul inimii este puțin accentuată. In zona supe- 
rioară a inimii, imediat sub talpă, atît eforturile unitare normale, cît 


Fig. 8.35 


si cele tangențiale, sînt apropiate de cele maxime. În asemenea împre- 
jurări, condiția de plasticitate poate fi îndeplinită şi articulația plas- 
tică este inițiată în inimă, imediat sub talpă (fig. 8.35). 


35. LINII DE CURGERE ÎN CAZUL STĂRII PLANE DE EFORTURI ŞI AL PLĂ- 
CILOI PLANE SUBȚIRI 


În cazul stării plane de eforturi în domeniul elastic, eforturile 
unitare pot fi determinate pornind de la funcţia de tensiune a lui Airy. 
Apariţia zonelor plastice poate fi determinată folosind unul dintre 
criteriile de rezistență, cum este cel al efortului tangențial maxim. 
Notînd (în absența forțelor masice), conform relației (4.19): 


kb kb Pb 
E Pa Ca a ez) e 
ðy? i gg? j ðx ðy 
criteriul de plasticitate ia forma : 
V(o0, — op)? + 4 = o, sau (8.28) 
PN Pb |2 RP 72 iii 
iN e pe ET A a =l (8.29) 
ð x? 0y?’ | 0x0y 


Se obţine deci o ecuaţie diferenţială de gradul doi şi de ordinul 
doi, care în cazul general nu poate fi rezolvată cu ajutorul soluţiilor 
elementare ; sînt soluţii folosind funcţiile Bessel. Această ecuaţie 
defineşte o familie de linii ortogonale, numite linii de curgere sau linii 
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de rupere de-a lungul cărora efortul tangențial maxim are valoarea 
0,2; evident, de-a lungul liniilor de rupere pe cele două fețe orto- 
gonale acționează același efort unitar normal, şi anume 


Pentru determinarea direcțiilor liniilor 
de rupere într-un punct, (fig. 8.36) se 
scriu ecuațiile de echilibru de proiecții pe 
cele două axe 


DI + 


Ge 
“max E 


sin 20 = o + — sin 20 
D 


Oa . 
— sin 20 


. g = 
x Li y 2 
ru Dia A: 


Fig. 8.36 m = Č cos 20. 
9 


a 
| 


Introducînd aceste valori în ecuațiile de echilibru (2.29) se obțin 
(în absența forțelor masice) : 


do ; osasin 20 ð cos 20 ý 
ba 0 j 2e ARE ca (I (8.30) 
ðx 2 ĝðx 2 ðy i 
ðo __ Sc O sin 20 j: Sc d cos 20 sa (8.31) 
dy 2 gy 2 Ox 


Eliminînd o prin derivare se obține ecuația diferențială : 


d? cos 20 02 cos 20 a 02 sin 20 SE 
La = (8.32) 
0y? 0x? ðxðy 


din care se obțin prin integrare familiile de linii de rupere și eforturile 
unitare care le produc. 

Presupunînd c,, o, și Tẹ, ca funcții cunoscute de x și y ecuațiile 
liniilor de rupere pot fi obținute şi prin integrarea ecuațiilor diferen- 
țiale 


qy 1 — cos 20 á O ac 

A T a i i (8.33) 

dx i sin 20 i 
dy = sin 20 pc 
= = tg |2 + 0, = — cote Ba — (8.34) 
dy 2 l l cos 20 


in care unghiurile 0 şi |— + 0| sînt cele ale direcțiilor etorturiloi 


> | 


tangențiale maxime date de: 


Di a E 93, 
A 


ay 
Se obțin deci două familii de linii de rupere, curbele dintr-o fami- 
ie fiind ortogonale cu cele ale celeilalte familii. 
În cazul plăcilor plane ecuaţiile de echilibru sînt cele exprimate 
de (4.44) şi (445): 


OT OTy . 0Mx O Myy i n 
+= pi Ty e T,; 
Ox Oy Qa Oy 
OMy iai OM ay sA Pi My +2 PM xy 4 My A sa 
gy ox i ox? 0x0y Oy2 


Pentru determinarea celor 3 momente se poate scrie numai o ecuație 
de echilibru, ceea ce face problema static nedeterminată; o primă relație 
suplimentară este ipoteza de rupere; în fine, rezolvarea se obține 
punînd anumite condiții de natură geometrică care trebuie îndepli- 
nite. 

Pentru plăcile de beton armat de grosime constantă, avînd armă- 
tura presupusă repartizată uniform, se admite ca ipoteză de rupere, 
că cel mai mare moment încovoietor pozitiv este M, iar cel mai mic 
moment negativ este —M'; valorile sînt determinate de armătura 
întiusă dispusă la fața de jos, respectiv la fața de sus a plăcii; 
procentul de armare este presupus scăzut, astfel încît curgerea 
armăturii să preceadă ruperea betonului prin compresiune. Evident, 
în cazul unei plăci de oțel M = M”. 

Din compararea expresiilor eforturilor unitare (4.41) şi ale momen- 
telor încovoietoare și de torsiune (4.42) din care reproducem primele 
expresii 


Ez f Pw i Qw 
6, = pre: a =] 
| — 1022 Oy?) 
Ay 0220 
Mo — | E ai ȘI 
i 0x? 0y? 


rezultă că între eforturile într-un punct (z = const.) şi momentele 
în secțiunile normale făcute într-un punct este o perfectă analogie. 
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Dacă în expresia eforturilor unitare se înlocuieşte raportul a = 

y 
(z = const) cu rigiditatea plăcii D se obțin expresiile momentelor 
din secțiune : momentele încovoietoare au expresia eforturilor unitare 
normale, iar momentele de torsiune cele ale eforturilor unitare tan- 
gențiale. Rezultă că pentru secțiunile făcute în jurul unei normale 
pe planul median, variația momentelor este dată de cercul lui Mohr 
analog celui al eforturilor unitare*. 

Rezultă deci într-un punct din placă două secțiuni principale 
ortogonale, în care acționează momentele încovoietoare principale 
Mı = M mar ȘI Ma = M pin momentele de torsiune fiind nule (fig. 8.37). 

Făcînd această remarcă, sîntem conduși la concluzia că momentele 
principale sînt cele care determină capacitatea portantă a plăcilor; 
în plăci se produce curgerea la unul din momentele principale M, 
de exemplu, în acest loc apărînd şi curbura maximă (deoarece defor- 
mațiile plastice sînt mult mai mari decât cele elastice). Un sistem de 
secțiuni principale (cele corespunzînd momentului M, de exemplu), 
formează un sistem de curbe de curbură maximă ale suprafeţei defor- 
mate ; evident, cel de al doilea sistem formează un sistem ortogonal 
ca şi secțiunile principale. Luînd în considerare numai curburile 
produse de atingerea momentelor limită M sau —M”, deci neglijînd 
curburile datorite deformaţiilor elastice, rezultă trei posibilități: 


max 


lig. 8.37 


* Aceleași concluzii rezultă din considerente geometrice, curburile și torsiunea curbe- 
lor de intersecție cu plane care se rotesc în jurul unei normale la suprafața mediană 
deformată fiind descrise tot de cercul lui Mohr. 
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a) curburile sînt de același semn; în acest caz 


M, = M = M (respectiv —M'); 


b) curburile sînt de semne contrare; în acest caz 
M =M; M= M"; 
c) una din curburi este nulă, în acest caz 
M, =M; —M'< M, <M sau 
M, = M'; M' <M, < M. 


În cazul a) placa este solicitată de momente principale egale de 
unde rezultă că M, = M, = M şi M, = 0; acesta este un caz parti- 
cular de încovoiere, deoarece rezultă p = 0. 

În cazul b) momentele principale sînt cunoscute ; folosind cercul 
lui Mohr, se pot deduce expresiile momentelor încovoietoare în sec- 
tiunile paralele cu axele Ox și Ov: 


M, => (M — M’) + A (M + M’) cos 20 (8.35) 
M, = + (M — M’) — 2 (M + M’) cos 20 (8.36) 
My = — 2 (M + M’) sin 20. (8.37) 


Introducînd aceste valori în ecuaţiile de echilibru (4.44) şi (4.45) 
se obține o ecuație diferențială care poate servi pentru determinarea 
unghiului 0 care definește familiile de linii de rupere în placă 


daci € Baa 32cos 2 2p 
2 g?sin 20 3 7) cos 20 __Oeos20 = 24 i (8.38) 


ðxðy ðy? Qa2 M + M' 


În cazul c) curbura după M, (în primul caz) este nulă şi liniile 
de curgere sînt drepte. În acest caz, în ecuaţiile (8.35) — (8.37) —M' 
trebuie înlocuit cu M,, a cărui valoare este variabilă, cuprinsă între 
limitele — M’ şi M. Deci, sînt două necunoscute 0 și M, astfel încît 
de fapt problema este nedeterminată dacă nu se poate determina 
pe altă cale una dintre mărimi: rețeaua de linii de rupere, de exemplu. 
Condiţii suplimentare cu privire la formarea liniilor de rupere se obțin 
în cele mai multe cazuri din condițiile de contur. 

De-a lungul unei laturi simplu rezemate, de exemplu, atît mo- 
mentul încovoietor cît şi momentul de torsiune sînt nule ; latura cons- 
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tituie o secțiune principală ; liniile perpendiculare pe latură sînt linii 
de rupere. 

In cazul unei plăci simplu rezemate pe contur, liniile de rupere 
nu pot merge drept de la un punct de pe contur la altul, pentru că 
ar transforma suprafața deformată într-un plan. Ele trebuie să se 


întîlnească de-a lungul unei linii a — a” care este tot o linie de rupere 
(fig. 8.38, a). 

In cazul că o parte din contur este simplu rezemată iar lalta liberă, 
perpendiculare pe aceasta sînt liniile de rupere care continuă ajun- 
gînd perpendicular pe reazemul simplu (fig. 8.38, b). 

Dintre liniile de rupere, o importanță deosebită au cele care des- 
part suprafața plăcii în porțiuni; cunoscîndu-le pe bază de conside- 
rente statice și cinematice, pot fi determinate forțele interioare care 
produc ruperea plăcii. În legătură cu acestea sînt valabile următoa- 
rele teoreme (fig. 8.39): 

1) Linia de rupere între două părți ale unei plăci trebuie să treacă 
prin intersecția axelor de rotaţie. 

2) Reţeaua de linii de rupere este determinată de axele de rotație 
și de rapoartele dintre roțații. (Rotaţiile sînt pozitive cînd produc 
compresiune la partea superioară a plăcii). 

3) Într-un nod în care se întîlnesc mai multe linii de rupere cu 
același semn, forțele în nod sînt nule. 

4) Intr-un nod în care se întîlnesc linii de rupere de semne con- 
trare, numărul direcțiilor distincte ale liniilor de rupere nu poate 
depăși trei. 
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leprezentorea rofatiilor 
N 


a Liniile de rupere trec prin 
"3 punctele de intersectie 


— — Z ale axelor de rotatie 


Fig. 8.39 


5) Reţeaua de linii de rupere corespunde momentului limită maxim 
în valoare absolută. 

6) Suma momentelor limită pentru o serie de încărcări este mai 
mare sau cel puțin egală cu momentul limită pentru suma încărcări- 
lor. 


8.6. ÎNCĂRCĂRILE ȘI DESCĂRCĂRILE REPETATE ÎN DOMENIUL ELASTO- 
PLASTIC. TENSIUNILE INIŢIALE 


În multe elemente de construcţie în domeniul elasto-plastic există 
o stare de tensiuni înainte de aplicarea sarcinilor, de exemplu : tensiuni 
în barele metalice laminate provocate de răciri neuniforme ale materia- 
lului, tensiuni din inexactități de montaj etc. 

Întrucât, în cazul grinzilor, momentul încovoietor limită depinde 


numai de diagrama tensiunilor limită, rezultă că prezența tensiunilor 


inițiale asupra stadiului final nu are nici o influență, cu alte cuvinte 
capacitatea portantă limită în cazul materialelor elasto-plastice nu 
depinde de tensiunile inițiale. De altminteri acest lucru este în 
acord cu cele expuse anterior, căci starea de tensiuni inițiale este o 
stare de autotensiune auto-echilibrată și deci nu împietează asupra 
capacității portante limită. 

Cu totul diferită este situația elementelor avînd tensiuni inițiale, 
dar supuse la încărcări și descărcări repetate. Într-adevăr, experiența 
arată că pentru majoritatea materialelor elasto-plastice, compor- 
tarea lor la descărcare este elastică. Un ciclu de solicitări succesive 
— încărcări şi descărcări — conduce la o diagramă tensiuni— defor- 
mații ca cea din fig. 8.40. 

Datorită faptului că revenirea se face practic după o lege liniară, 
cu un modul de elasticitate egal cu cel al încărcării elastice inițiale, 
după înlăturarea sarcinilor se vor constata deformații remanente. 
Încărcarea din nou, pînă la valoarea 
tensiunii atinse la prima încărcare, 
se va face după o diagramă liniară. 

În fig. 8.41 este dată succesiunea 
stărilor de tensiune într-o grindă de 
secțiune dreptunghiulară, supusă la 
încărcări care depășesc stadiul elastic 
—  solicitînd deci secțiunile la com- 
portare elasto-plastică urmate de 
Fig. 8.40 descărcări. 
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Încărcarea grinzii. Momentul încovoietor M produce tensiuni 
căror diagramă este reprezentată în fig. 8.41, a. Diagrama a’ repre 
intă deformaţiile fibrelor sub efectul acestor tensiuni. 

Descărcarea grinzii. Efectul este identic cu cel produs de aplicarea 
nui moment încovoietor egal cu —M, fibrele avînd însă la revenire 
» comportare elastică reprezentată 
n fig. 8.41, b. Deformațiile sînt 
eprezentate în fig. 8.41, b’. 

Tensiuni şi deformatii reziduale 
(remanente). În lipsa momentului 
incovoietor exterior (fig.8.41,cşic”), 
tensiunile interioare constituie o 
stare de  autotensiune, deci de 
ezultantă și moment interior nule. 

A doua încărcare a grinzii. Mo- 
mentul încovoietor M va produce 
leformaţiile atinse la prima încăr- 
are, dar comportarea pînă la ü b' 
această fază este elastică ca și la 
lescărcare (fig. 8.41, d şi d). 

Se atinge astfel aceeași stare de d | ; 
tensiuni și de deformații ca în kepi Eha EN ia 
fig. 8.41 a, şi a. Po Ride Tipa, ati 

De remarcat că prin mecanismul E i A , = i 
descris mai înainte se poate încărca 
şi descărca o grindă de secțiune 
dreptunghiulară, prin aplicarea și 
înlăturarea aceluiaşi moment înco- 
voietor M, de un număr de ori, 
fără a se mări deformațţiile atinse. 
Acest rezultat nu rămîne valabil 
în cazul secțiunilor transversale de Fig. 8.41 
secțiuni oarecare. În aceste cazuri, 
se poate ca tensiunile remanente în unele fibre extreme să ajungă ele 
însele la limita de curgere, ceea ce face ca deformațiile remanente ale 
ciclurilor de încărcare-descărcare să se cumuleze și deci deformația 
generală a grinzii să sporească continuu. 
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ITE DE TEORIA LINIARĂ 


ELEME] D 
A VÎSCO-ELASTICITĂȚII 


Adoptarea unor modele mai complexe pentru corpul material 
care să descrie şi comportarea lui în timp a dat posibilitatea să fie 
întrunite într-o teorie accesibilă, satisfăcătoare prin rezultate, nume- 
roasele rezultate experimentale obţinute în practica de laborator și 
în construcții. În ultima vreme s-a dezvoltat o disciplină nouă cu 
caracter tehnic, Reologia, care „stricto sensu”, este știința despre 
curgerea materialelor. Ea a reușit să sintetizeze într-un cadru unitar, 
datele furnizate pînă acum separat atît de mecanica fluidelor, cît și 
de mecanica corpului solid. 

În cele ce urmează va fi studiată comportarea corpului cu proprie- 
tăți vîsco-elastice la solicitări simple, pentru a stabili legile de variaţie 
n timp a eforturilor unitare și a deformațiilor. Pentru intuirea mai 
lesnicioasă a fenomenelor, studiul se va face prin intermediul modele- 
lor mecanice. În compunerea acestor modele, cele două faze — solidă 
și vîscoasă — se găsesc fie în serie, fie în paralel. Modelele mai complexe 
se obțin prin combinarea modelelor simple legate între ele în mod 
asemănător. 

Viscozitatea în fluide este definită pentru curgerea laminară sub 
acțiunea eforturilor unitare tangențiale. Cum proprietăţile materiale- 
lor se caracterizează pe baza încercărilor axiale (la întindere sau com- 
presiune), este util să se definească viscozitatea (aparentă) la întindere, 

Într-o bară supusă la întindere sub acțiunea unui efort unitar 
normal o, eforturile tangențiale maxime sînt în secțiunea înclinată 


cu — şi au valoarea t = — iar lunecarea specifică 
4 2 
T o 2(1 + vy) 
ysis. E = e14); 
G 2 E 


27] 


scriind pentru aceste eforturi tangenţiale legea lui Newton t = ný 
rezultă 

(9) + N 

= m +>) 

9 
sau ținînd seama că în cazul fluidelor incompresibile v = 0,5 

g = 3me = E 
în care cu A = 3y s-a notat viscozitatea la întindere sau compre- 
siune. 

Rezultă că poate fi studiată comportarea corpurilor alcătuite din 
două faze — solidă și vîscoasă — la eforturi normale, dacă în locul 
viscozității n se introduce în calcul o viscozitate (convențională) à = 

[o 3 

=- ƏN). 


9.1. CORPUL VÎSCO-ELASTIC FĂRĂ RELAXARE, CU DEFORMATII ELASTICE 
ÎNTÎRZIATE 


9.1.1. Ecuația de stare 


Să presupunem un corp alcătuit din cele două faze: una perfect 
elastică, alta vîscoasă, care în model sînt cuplate în paralel. Un 
aseme nea corp este cunoscut sub numele de corpul lui Kelvin sau cor- 
pul lui Voigt. Faza elastică (reprezentată în fig. 9.1 prin resortul 7) 
este ca racterizată prin modulul de elasticitate E, iar cea vîscoasă 
(în Hg. 9.1 cilindrul cu pistonul perforat 2) prin viscozitatea la întin- 

dere à. Cele două elemente ale modelului, pe care 
le denumim faze, sînt cuplate prin bare rigide, 
astfel încît deformația lor, în orice moment, să fie 
egală. Să presupunem sistemul solicitat la un efort 
de întindere o; efortul va fi egal cu rezultanta 
eforturilor din cele două faze. Ecuațiile fundamen- 
tale ale celor două faze sînt 


resort: o, = Be 
piston: o, = X. 


Efortul total va fi 
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Această ecuație este ecuația de stare a corpului vîsco-elastic fără 
claxare cu deformații elastice întârziate. 

Ecuatia de stare este o ecuaţie diferențială liniară de ordinul 
întîi. 4 

Scrisă sub forma: 


S ET (9.2) 
dy i 


în care m şi n sînt funcții de x, ecuația are ca soluţie: 


$ madx pe maz 
ne ]. « 
y=e [| by | (9.3) 
aducând ecuația de stare sub aceeași formă, şi anume 
jo o 
E a e = 
Ă 2 
si întegrînd, se obține soluția 
B, ł E, 
SE e P =} Q 4) 
€= e # | Sen — co] (< 4) 
(JA 
0 


în care E şi A 


sînt constante iar sọ lungirea specifică în momentul 
încărcării (= 0). 


9.1.2. Deiormaţia sub efort constant 


Presupunem că asupra corpului se exercită un efort constant 
5 04. În acest caz soluția este: 


E E z 
ROE mea = 93 


e =¢ so E Gol 


În cazul în care deformația inițială este nulă t = 0; e = sọ = 0 
ecuația devine : 


rialel 213 
I8 Probleme moderne ale rezistenței materialelor 


Această ecuaţie se reprezintă grafic (fig. 9.2) printr-o curbă care 
tinde asimptotic către dreapta s = ™ , Înseamnă că faza vîscoasă 


acționează ca un factor de întârziere al deformației fazei perfect elas- 
tice. Detormaţiile se apropie cu atît mai repede de valoarea defor mafiei 


i : A 
elastice, cu cît raportul este 
E 


mai mic. Acest raport are di- 
mensiunea unui interval de timp 
și este denumit timp de întirziere, 
notat cu 7, definit, ca: 


2 (9.7) 


Semnificația fizică a acesto- 
mărimi rezultă din studiul dia 
gramei din fig. 9.2. Ecuația tan- 
gentei într-un punct R de, coor- 
donate ¿= ģł şi e= 


(G) 


g M (é)=n (t t) 
[ 1 2. 
d T. 99 T 
e |] € J de ep) 
E i 
> . v o A 73 
l'angenta intersectează asmptota s = — într-un punct @ de 


abscisă £ dată de relaţia: 


Rezolvînd ecuația rezultă valoarea abscisei punctului Q: t= £, 


+ zi. 
Scăzînd din această abscisă, abscisa punctului R rezultă 
= ba = y == const, 
In orice punct R al curbei, tangenta definește pe asimptotă seg- 


mente egale ca lungime (durată) cu timpul de întîrziere. Rezultă că 
timpul de întîrziere este intervalul de timp invariabil, necesar pentru 
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| se ajunge la deformația %, dacă viteza de deformaţie atinsă într-un 
pa 


anumit moment s-ar menține constantă. 
În momentul t = t, deformația este 


În momentul t, = ti + q; deformația este 


a (2%) 


0 \ 7 
Ea = — 1 — e t 


E 


Partea de deformație care rămîne de efectuat pînă la atingerea 
) 


întregii deformaţii elastice ™® pe care o denumim deformatie rămasă 
f $ 2 


notată £ este: 


A = až So. 
cînd t= tj amë t i 
-(2+1) x 
a = ‘s T; o 
cînd t= h t qi E mg * = 


Făcînd raportul între cele două deformații rezultă 


Rezultă că timpul de întîrziere are încă o semnificație fizică : el 
este intervalul de timp constant după scurgerea căruia deformația 
x 1 
rămasă se reduce în raportul —.: 


e 


9.1.3. Revenirea după îndepărtarea efortului. Descărcarea 


Presupunem că efortul o este menținut constant egal cu og pe inter- 
valul 0 < t< tọ după care efortul se anulează. Ecuația generală 
pentru î > tọ se simplifică devenind : 

E 


e =0 sau Ż=— ^. 
> i 


a. 
| 


[C] 


luînd ca nouă origine a timpului £ = tọ (noua variabilă indepen- 


dentă devine / = £ — to) şi integrînd, obținem : 
é E x l a 
| d. | dë + C = fa + C de unde 
E A Ti 
(to) 
€ ( 16 
sau ținînd seama că pînă în momentul / = tọ corpul s-a deformat 


conform relației (9.6) 


ë |1 e Ti] rezultă pentru / l 


E 
! t~i 
H 2 — s 1] 
e = a € =; e “i L si la l, (9.5) 
E D f 


Această expresie reprezintă deformația în timp a corpului Kelvin 
(Voigt) descărcat în momentul /, de sarcina care a produs efortul 
unitar oy. 

Cînd timpul tinde spre infinit deformația tinde spre zero. Înseam- 
nă că procesul este în întregime reversibil, însă completa recupera- 
re a deformației se face după scurgerea unui interval infinit de timp 
(vie. 9.2). 

Se poate verifica faptul că deformația la descărcare se produce 
după aceeaşi lege ca şi la încărcare. Şi pe această parte a diagramei 
tangenta determină pe asimptotă (de data aceasta axa s = 0) seg- 
mente egale cu 7,. Într-un interval de timp egal cu t; (timpul de în- 
tîrziere) deformațiile rămase corespunzătoare extremităților acestui 
interval sînt în raportul +. 


t 
Din examinarea deformaţiei corpului Kelvin la acțiunea forţelor 
rezultă că el se comportă ca un solid : după îndepărtarea forței, defor- 
mația se anulează (este adevărat că într-un timp infinit lung), însă 
nu rămîne nici o deformaţie remanentă cu caracter de curgere, proprie 
fluidelor. 


9.1.4. Deiormaţia proporţională cu timpul. Efort unitar propor- 
tional cu timpul. Ecuația caracteristică a materialului 


În cazul că deformația crește proporţional cu timpul, derivata 
ei é (viteza de deformațţie) este o constantă: é = c. În acest caz, din 
ecuația (9.1) se obține imediat valoarea efortului unitar o: 


o = E + e= Be -+ Je (9.9) 


? 


Reprezentînd grafic această relație pentru diferite zalori c; (fig. 9:3) 
de vitezei c de deformare, obținem o familie de drepte paralele 
le căror ordonate în origine au valoarea o; = ac; Diagramele dînd 
relație directă între o şi e sînt diagrame caracteristice ale materia: 
lului pentru diferite viteze de deformare. 
Se vede că perfecta elasticitate în compor- 
tare se obține numai pentru o viteză de 
leformare foarte mică (teoretic nulă). 

În cazul în care efortul crește propor- 
tional cu timpul, el poate fi scris sub for- 
na o = st, în care s (constantă) este viteza 
le creştere, a efortului unitar. 

Integrînd (prin părți) ecuația (9.4) se 
obține : 


t t 


S= Li (ste dt | €o] 
F 


y 
Al o 


(se: di = | ToS 


a 1 
'Pinînd seama că — = T 


obține 
t í w p 
se ses a d E A s [ Ti | e 2) (9.10) 
ii t 


Aceasta reprezintă expresia deformației în timp a corpului Kelvin 
'oigt) în funcție de viteza de încărcare. 
(Voigt) în funcție de viteza de încărca să lire az a al 
În cazul în care deformația inițială e, este nulă, relația se : 


fică 
5 shii ei (9.11) 


În partea dreaptă primul termen reprezintă deformația pi 

i întîrziere ‘apreze STATIE 

iar termenul al doilea factorul de întirziere. Reprezentînd =: ite 

(fig. 9.4) se obține o curbă care tinde asimptotic către o dreaptă para- 
fă 5 atis 
lelă cu dreapta dată de ecuația 


IND 
~ 


care ilustrează comportarea elastică a materialului. Asimptota are 


STi a 


tăietura în origine de a e= SL igi 
ă igine de ordonată e = — = În origine tangenta la 


curbă este orizontală. 


Fig. 9.4 5 


Fig. 9.5 


Diagrama caracteristică a materialului se obține eliminînd din 
expresia (9.11) parametrul / care are valoarea t = 


= 2 Îi = af K =)]. (9.12) 


se, iata. dou y PAT E 
i Pentru diferite valori ale vitezei de încărcare s, se obține o familie 
de diagrame caracteristice (fig. 9.5), care au toate în origine tangen- 
ta verticală şi care Se apropie asimptotic de drepte avînd panta egală 
cu modulul de elasticitate E. ji 


9.1.5. Comportarea la solicitări ciclice 


Draa A să aa re Op i d 3 it i 
Presupunem că asupra corpului Kelvin se exercită o solicitare 
care produce un efort unitar 


© = 09 sin of. (9.13) 
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Introducînd această valoare în soluția generală (9.4) socotind 
detormaţia inițială nulă (t = 0; e = 0), se obține pentru deformaţie 
expresia 


t t t 
Te (o . . ) 
s= "| | — ei sin ot du) (9.14) 
Vad A 
mă l t3 
o ‘i | : ia 
E = — — |— sin ot — w cos ot Hwe a = 
A Lpa? +; J 
t 
t 
So l , | oz, 
= — ———— |sin ut — qo cos ot + qoe i |: 
E 1 +o? Tà hi ] 


Deformaţia este formată din două părți. Prima parte 


oo 1 


E +4 yl4 272 


o 1 5 
E, = = —— (sin ot — qo cos ot) = 


E 1+ o 


sin (wt — ọ) 


urmărește legea de variație a efortului unitar cu o întîrziere de fază 
p = arctg WT. 


Cea de a doua parte a deformației : 


corectează partea variind ciclic e, ; ea descrește continuu cu cît timpul / 
creşte. În timp ce s, urmărește variația efortului unitar în fiecare 
moment, z, în prima fază pentru / apropiat de 0 menține deformația 
la valori apropiate de cea inițială sọ = 0; ea exprimă, antropomorfic 
vorbind, „„memoria“* corpului. 

Reprezentînd grafic funcţiile (fig. 9.6) se vede că diagrama =s; 
urmărind variaţia efortului unitar o cu o diferență de fază, ar trebui 
să aibă pentru t = 0 valori negative; e, corectează curba introducînd 
la = 0 valoarea care face ca deformația inițială să fie nulă. 

După trecerea unui anumit timp e, scade mult și poate fi neglijat. 
Expresia deformației e, poate fi luată ca expresie pentru toată defor- 
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mația e : deformația variază urmînd o lege asemănătoare celei de v 


aria- 
ție a efortului unitar: š 


e=- == sin (ot — e) (9.15) 


(4 g sinwi 
Pi Tw 
e e a 
1 UT, 


Fig. 9.6 


însă cu o întîrziere de fază ọ. Aceasta are ca efec 
teristică apariția buclei de histeresis. 
Într-adevăr, dacă eliminăm parametrul £ scriind : 


Ă a > 
sin Of == şi cos of = Vi g 
Gp gt 

(H 


se obține ecuația diagramei caracteristice : 


|L F or; y3 l | 


t în diagrama carac- 
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care este o elipsă (fig. 9.7) intersec- 
tînd axele în punctele 


poate verifica cu ușurință că 
axa mare a elipsei poate fi descrisă 
de ecuația 


o = Es 


Cu cât pulsația œ este mai mare, cu atît elipsa este mai îngustă. 
Apariţia buclei de histeresis arată că în procesul de deformare se 
disipă energie prin intermediul fazei fluide vîscoase. 


9.2. CORPUL CU RELAXARE (CORPUL LUI MAXWELL) 
9.2.1. Ecuația de stare 


ă presupunem, de data aceasta, corpul alcătuit din cele două 
faze : elastică și vîscoasă, descris de un model cu cele două elemente 
așezate în serie (fig. 9.8). Acest corp este cunoscut sub numele de 
corpul lui Maxwell. Sub acțiunea unui efort unitar c, 
corpul se va deforma ; deformația totală va fi suma defor- 
maţiilor celor două elemente, de unde rezultă că derivata 
în raport cu timpul va fi egală cu suma derivatelor de- 
formațiilor celor două elemente : 


See Îi 9.16 
E ( >) 


Această ecuație pusă sub forma : 
: E n 
o4 = BE 
A 
are ca soluție [v. relația (9.3)] 
E t E 
d n îi 
ETE. oo + E fè e* dt (9.17) 
| 


9 Lig. 9.8. 


n 
In 


care cu c s-a notat valoarea efortului unitar în momentul / — 0 
it . i .. a AL: .. . . ; 
momentul aplicării sarcinii, deformația instantanee se reduce | 


ia 


cea a resortului, egală cu sọ = %. 


evident 6 = 0 şi ecuația (9.16) se reduce la è 


E 


Qi T s ; 
9.2.2. Detormaţia sub efort constant 


Sa presupunem corpul Maxwell supus unui efort 


integrare se obține 


CU 


t= 
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e = 2q- const. 


constant o = og; 


Sp li : 
din care prin 
) 


b cetan NR rai air ma g 
Constanta are valoarea deformației instantanee la timpul î = 0 


anume 


e = %4 pasi) iai 
E 


e defineşte cu timp de relaxare ŞI se notează cu tų, raportul 


această notație expresia deformației este : 


e = [1 + =) 


E | d 


tz | > 


(9.18) 


Pentru diferite valori ale lui o se asa di 
| € iferite valori ale lui o se pot trasa diagramele corespunză- 
toare care sînt drepte concurente într-un punct pe axa absciselor 


— n, (fig. 9.9). 


La descărcare, după timpul î, se recîștigă numai deformația resor- 
tului (v. fig. 9.9). Sînt puse în evidență cele două părţi care alcătuiesc 


deformarea corpului : 


S A A ; e . FR 
2 — oy— deformația elastică (instantanee, reversibilă 
E Tr 


în întregime) 


S . .4 òv 
= 1, curgerea (ireversibilă). 
A 


Detformaţia elastică este independentă de durata aplicării sarcinii, 
în timp ce curgerea este proporțională cu această durată. Corpul 
Maxwell se comportă deci ca un fluid. 


9.2.3. Efortul sub deformatie constantă 


Să presupunem că unui corp Maxwell i se impune instantaneu o 
deformaţie inițială, sọ care se menține constantă (éo = 0). In acest 
caz, ecuația de stare ia forma: 
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Integrînd obţinem : 


r= Eee 


„Ecuația (9.19) este reprezentată grafic în fig. 9.10. Se 
efortul descrește continuu în timp, tinzînd către zero. Fenomenul 
de relaxare a eforturilor ascultă de o lege de variație exponențială 

Timpul de relaxare 7, are o semnificație asemănătoare timpului 
de întîrziere q; După trecerea unei perioade de timp egale cu z 


vede că 


de- 
formaţia se reduce în raportul 


față de deformația dela începutul 
intervalului. Într-adevăr: 


Fig. 9.10 


GAZ i ze că E m : 
9.2.4. Efortul unitar produs de deiormaţii proporţionale cu timpul 


Să presupunem că unui corp Maxwell i 
care crește proporțional cu timpul; 
fi constantă: € = —c. 


se impune o deformaţie 
viteza de deformare impusă va 


Ecuația de stare va lua forma: 


-+ —oc— Et sau o- 


- j => Ee 
A Tr 
a cărei soluție este 
si ae Al 
= Ty | d Ty 
G F. £ Gpr E ( ce" d? = 
J 
\ 0 
(9.20) 
a si | SR 
= o "+call—e =) 
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Pentru diferite valori ale vitezei de deformare c, se obține o familie 


1 A . . . A ~. 
urbe avînd evident același timp de relaxare 7, = — (fig. 9.11). 


E 
Din această familie o curbă este dreaptă (orizontală), și anume cea 
are corespunde unui efort unitar constant (o = 0). Acest caz parti- 
ular corespunde valorii 


vitezei de deformare. 


Pentru viteze de deformație mai mari decît c eforturile unitare 
resc în timp; pentru viteze mai mici decît cọ eforturile descresc ; 
in ambele cazuri ele tind asimptotic către valoarea o = cà. Pentru 

0 se obține curba de relaxare (sub deformația constantă) (v. fig. 
9.10) 


[i 


9.2.5. Deiormaţia în cazul unui efort unitar proporţional cu timpul 


Să presupunem că asupra unui corp Maxwell se exercită un efort 
unitar o proporțional cu timpul c = st. 


Pornind de la ecuația de stare 


în care se înlocuiește valoarea lui o cu sf, se obține ecuația 


A a st 
E ìà 
ecuație care se integrează direct în raport cu timpul obținîndu-se 
(socotind pentru ł = 0 atît o = 0 cît şi e = 0) 
st, st 
saa 
E f 
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Tangenta în origine are 


S 
zaloarea — . 
Pentru diferite valori ale 
vitezei s se obţine o familie 
de curbe (fig. 9.12). 


9.2.6. Diagrama caracteris- 
“ică a unui corp cu relaxare 


Diagrama caracteristică a 
unui corp Maxwell se obține prin 
reprezentarea ecuaţiei (9.20) din 

Fig. 9.12 care se elimină parametrul / 
(timpul). 

În cazul unei viteze de deformare constante, cele două ecuaţii 

sînt e = ct și ecuația (9.20) ; ţinînd seama că la £ = 0 atât c = Sp = 0 


cît și e =0 se obţine înlocuind t= £ 
A 


ala za, (9.21) 


q 
> 


Reprezentînd grafic pentru diferite viteze c de deformare, se ob- 
ține o familie de curbe care au toate în origine o tangentă comună 
de pantă egală ca valoare cu E (fig. 9.13) 


Diagramele se apropie de cele repre- 
zentînd o comportare perfect elastică ó$ 
pentru viteze de deformare mari. Cînd i 
viteza de deformare este foarte mare 
(teoretic infinită) diagrama aracteristică 
devine o dreaptă cu ecuația o = Ee, 

Diagrama caracteristică în cazul unui 
efort care creşte proporțional cu timpul 
se obține eliminînd parametrul 7 între 
ecuaţia o = st și ecuaţia (9.18) 


e= =) (9.22) 
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Pentru diferite valori ale vitezei de încărcare s se obține familia 
de curbe din fig. 9.14. Tangenta în origine are panta de valoare E. 
Această valoare se determină prin derivare : 


/ | t 1 

i de i da Nu E a arda 
> cotga =|] = —(1+3) (14 : 

tga ido Jo=0 E 4 Trs) , 

Pentru un punct oarecare de pe diagrama caracteristică se ti 
determina valoarea modulului de elasticitate instantaneu (modulu 
tangent de elasticitate) E,. 

În cazul deformaţiei proporționale cu timpul: 


Bea Sai pe 9 a e e, 


de l Ty 


T 
r 


deci modulul de elasticitate tangent descreşte în timp după o lege 
exponențială ; reprezentată grafic, se obține o diagramă asemănătoare 
celei din fig. 9.10. 

În cazul efortului unitar proporțional cu timpul 


care de asemenea tinde spre zero la valori tinzînd spre infinit ale timpului. 

Diagrama caracteristică a unui corp cu ea ata î9 „0 
dență disiparea energiei, apariția buclei de histeresis în cic hga 
încărcare-descărcare (fig. 9.15). Să presupunem un corp Maxwell a 


& = arc E 


arctgE arctgE “i 


Fig. 9.15 
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cărui deformație crește proporțional cu timpul în intervalul 0 < ż < t, 


ȘI este descărcat cu aceeași viteză (evident în sens invers). 
Socotind deformația inițială nulă 
valabilă relația (9.21) 


o = ali -g E |. 
La timpul t =, deformația va fi e, iar efortul unitar 


G = shi -e a). 


Pentru faza de descărcare, este valabilă aceeași relație cu obser- 
vația că deformarea se produce cu viteza 
în punctul de coordonate (24, 61): 

ecuația care se obține este următoarea : 


c Şi că procesul începe 


6 — 0 = E ati — e =] 


| za IE sale Si 
o=cAi|l—e r—lţe =] = eRe "rie — 1]. 


Modulul de elasticitate instantaneu (modulul tangent) pentru 
descărcare are expresia 
e, E E— £; 
do 3 cT | cr = CT, 
Che `" =p E Bă e 
de c7 


Rezultă că pentru s = e,, la descărcare modulul de elasticitate 


instantaneu are valoare E ceea ce înseamnă că descărcarea se mani- 
festă la început elastic ca și încărcarea. 


9.2.7. Deformarea la solicitări ciclice 


Presupunem cor 


pul Maxwell solicitat astfel încît în el ia naştere 
un efort unitar 


© = 6o Sin of. 


Introducînd această valoare în ecuația de stare 
. o lei 
Ee = — + — 
E A 
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, pentru faza de încărcare este 


și integrînd se obţine (socotind deformația inițială nulă) 


So 


1 
cosat] +—. 
r (0) 


E o SA 
a = Manof — 1 costat + - = 


90 
a E OÀ WA E 


OT A 


(sin Wt — 


Iese în evidență şi în acest caz că deformația variază tot pic 
urmărind variaţia efortului cu o întârziere dată de diferența de fază ọ 


| Lo + , - 
EN A wte sin (of — ọ) į (9.23) 
E OT, 
1 c 
ọ = arctg =] . (9.24) 
Ecuația caracteristică şi în acest 


caz se prezintă ca o buclă de histeresis 
de forma unei elipse descrise de ecuația 


i ma o 
sii i i VE 


| (9.25) 


intersectînd axele în punctele 


o 

N fi 0 
AEE TEE ae 

o = O; e€ — Eor, 


SI e 


Se poate verifica în acest caz că elipsa intersectează axa pie me 
o = 0 în puncte care au tangenta de panta E deci puncte e i i ii 
gentă orizontală (punctele C şi D) (fig. 9.16) se găsesc pedreapta 


o = Es 


şi în acest caz cu cît pulsația œ este mai mare, elipsa este mai îngustă 
> .. j . 
apropiindu-se de diametrul CD. 


9.3. AMORTIZAREA VIBRAȚHLOR 


aai e IE A 
Disiparea energiei produce amortizarea mişcărilor oscilatorii. Capa 
citatea de amortizare poate fi definită raportînd energia disipa ă la 
energia înmagazinată. ; A T WNE 
Considerăm un material vîsco-elastic solicitat uniaxial ciclic de 
efortul unitar i 
co = Oo Sin ot 
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19 — Probleme moderne ale rezistenței materialelor 


a cărei ație, întîrziată 
irei deformaţie, intirziată, este dată de expresia 


e = eo sin (ot — o) 

în care i Sp si itudini 
ad Sra h ȘI Sọ Sint amplitudinile maxime 
pectiv ale deformației specifice (fig. 9.17) 
Expresia energiei 
este dată de integrala 


ale efortului unitar, res- 


disipate pentru un ciclu 


ot = 2r 


0 


(9.26) 
Integrînd se obține : 
i Aw = ceo sin o. (9.27) 
A s > UA . 
, | meg elastică lumagazinată pentru c = o 
neglijînd diferența de fază o considerată mică 
a a e ţa a ọ considerată mică, 
O= Op i= z 
w = | ode = i RE 
e = ToE0 Sin ol cos of d(ot) œ 2. 
o=0 0 á 


Capacitatea de amortizare 


ee definită ca mai înainte v 


ra avea deci 


Aw 


Pip 2 rsin e. (9.28) 


Se vede că diferenţa de fază 
capacității de amortizare 
p este mic, se 


i 9, mai exact sin p, este o măsură a 
a corpului vîsco-elastic. În cazul în care 


poate considera sin ọ = ọ şi expresia devine 
Aw 9 
— = 2ro. ; 
a T (9.29) 


în t >e y 
EA pr e vai vibrații libere, datorită amortizării 

apei descrește cu timpul; decr itmic 
RAR „dl Ș ; decrementul logaritmic £ 
este deseori luat ca măsură a amortizării E itie 


ogaritmic ò este logaritmul natural al ra 


amplitudinea 
l deformaţiei 
Prin definiție, decrementul 
portului între amplitudinile 
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vibrației pentru două cicluri succesive ; aceasta poate fi scris în funcție 
de capacitatea de amortizare sub forma 


TE =] =l Aw (9.30) 
Eg = 


w 


dedusă ținînd seama că atît w cît şi Aw sînt proporționale cu pătratul 
amplitudinei vibrației 


ai Be . vy 3 . 
w œ~ = şi asemănător Aw = Esr sin ọ 
9 


si dezvoltînd logaritmul în seria din care se reține primul termen: 


îi Să see Aa (2 = 1 In ( = ii =x 2, 


2 w 


În cazul corpului Kelvin diferența de fază este dată de relația 
tg ọ = oq; Calculînd valoarea sin e și introducînd-o în expresia 
capacității de amortizare se obține 

Aw 


— = 2r 
w 


În mod asemănător se obține pentru corpul Maxwell 


Aw 27 


w Vi -F 057 


9.4. MODELE LINIARE. FUNCȚIA DE FLUAJ ŞI FUNCȚIA DE RELAXARE 


Comportarea corpurilor vîsco-elastice studiate în paragratele pre- 
cedente este descrisă de relaţii liniare ; relaţiile între o, e și derivatele lor 
sînt liniare. Elementele simple utilizate, resortul și cilindrul cu piston 

care datorită proprietăților sale poate fi numit și amortizor — a 
căror comportare este liniară, legate în serie sau în paralel, au condus 
la corpuri a căror comportare este de asemenea liniară. 

Reluînd ecuaţiile fundamentale ale celor două corpuri Kelvin 
și Maxwell şi expresiile deduse pentru deformația sub efort constant 
(la corpul Kelvin) şi pentru efort unitar sub deformație impusă con- 
stantă (la corpul Maxwell): 
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corpul Kelvin : 


corpul Maxwell : 


îi ma: piată = ia 
ii pei stabili două funcții care exprimă 
pendent de mărimea efortului unitar aplic 


comportarea in timp inde- 
tei Speciilc impus € l fun t e 
j; e p © o) C t 


at co (respectiv a deforma- 


Pe numai de constantele elastice, si 
funcția de fluaj : 
i= 
| pe. (9.31) 
funcția de relaxare : 
r(t) = 2 
i (9.32) 
În ca; or i Kelvin f 
cazul corpului Kelvin funcția de fluaj este: 
1 E 
f) = se pi SE 9.33) 
16) = 1 Pi (9.33) 


sau înlocuind modulul de elasticit 


sau ind ; etoi : : 
ia notati aie ate cu inversul lui complianja elas- 


t 
Jf = h —e 3) 
In cazul corpului Maxwell funcţia de relaxare este : 
t 


rd) = Ee 7, 


În practica betonului, 


ja ra a betonului 
primat şi în recom i 


alt ; armat şi a betonului $ 
andările Comitetului f Pre r 


European al Betonului (C.E.B.) 
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-a introdus în locul funcției de fluaj o funcție adimensională q(7)* 
(numită pentru a o deosebi, caracteristica curgerii lente) definită ca 
raportul dintre deformația din curgere lentă e, şi cea elastică instan- 
tanee sọ (fig. 9.18) 


(9.35) 


'Pinînd seama că deformația be- 
tonului este suma deformației elas- 
tice instantanee și a celei de curgere 
lentă se poate scrie : 

tă se p S W 
g3 
e = e, F so = eoll + el]. (936) 


instantanee . 
Fig. 9.18 


Deformaţia elastică 
sub efort constant o, este 


sy = pentru î =0. 
£o 
Viteza de deformare £ este pentru efort unitar o variabil (socotind 
E, constant) 
¿=> elt) +5. 
E; Es 
Prin gruparea de elemente liniare, în serie sau în paralel, se pot 
descrie diferite comportări de asemenea liniare. Astfel grupînd modelele 
Kelvin şi Maxwell în serie, se obține modelul denumit al lui Burgers 
| (fig. 9.19). Acest model este folosit pentru a descrie comportarea 
pietrei de ciment mai ales în prima perioadă după punerea în operă. 
| Existenţa corpului Maxwell în serie încadrează acest model în cate- 
goria fluidelor vîscoase, care continuă să se deformeze atît timp cît 
acționează forțele, ceea ce nu corespunde comportării reale a pietrei 
de ciment, în timpul întăririi. 
Pornind de la ecuaţiile fundamentale ale corpurilor Maxwell și 
Kelvin, se obține ecuația de stare a modelului 


Este = ot E a 1) naa gi 


* Notată și ọn. 
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Prin integra i 
integrare funcția de relaxare a modelului ia forma : 


r(t) să Ela- 


i 7 


Fig. 9.20 


E NA A 3 Aa | 

n care T şi 7, de natura timpilor de relaxare, sînt inv 
cinilor ecuaţiei caracteristice 
in care e și e sînt nule 


De Telax: 1 ersele rădă- 
a ecuației diferențiale fundamentale 


Ài 


E, Àr 7 
pet (gi ++ o 


Ao 
Funcția de fluaj a modelului se obține în 


d 5 d sumînd funcţiile de fluaj 
ale celor două corpuri Maxwell si Kelon tiile de fluaj 


JA =I +1, l = e] pat, (9.39) 


unde s-a notat: 


1 ? 

Ta hifce $ d; =S Si =. 
E, E 

Deformaţia sub efort constant, redată în fig. 


1 
3 - 9.20, se obține pri 
Suprapunerea diagramelor deformației în functie rai as 


de timp sub efort 
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(9.38) 


unitar constant a corpului Kelvin şi a corpului Maxwell. Principiul 
suprapunerii efectelor este aplicabil deoarece ecuațiile care descriu 
ceste deformaţii sînt liniare (v. § 9.5). 
În cazul că deformația a ajuns la timpul t =, pînă la valoarea 
s după descărcare este valabilă aceeași ecuație de stare în care 
o = o = Q la timpul t = 4; luînd timpul ż ca o nouă origine 
timpului se poate scrie: 


lin care integrînd o dată se obține 


e+ re =C cur, ==» 


iar printr-o nouă integrare, ținînd seama de condițiile puse, se obține 


i 


gală E ilen F & 


în care cu e, s-a notat deformația componentei Kelvin care se recupe- 
rează denumită şi curgerea lentă primară. 

Diferența e, — Ea: = En reprezintă deformația ireversibilă a com- 
ponentei Maxwell sau curgerea lentă secundară 


sau simplu deformația de curgere. 

Determinările experimentale făcute asupra mortarelor de ciment 
au condus la stabilirea constantelor reologice: modul de elasticitate, 
viscozitate ete. Desigur, rezultatele diferă mult în funcţie de dozaje, 
factor apă : ciment, data începerii încercării față de data confecțio- 
nării probei ete. Numai în legătură cu ordinul de mărime dăm din 
literatura de specialitate unele rezultate. 

Cu dozajul în greutate: 1000 kg ciment, 700 kgapă, 6000 kg 
agregate, viscozitatea la compresiune sub o sarcină de circa 0,1 kgf/cm? 
a fost Ag = 32-10% poise. La un modul de elasticitate instantaneu 
de 250 000 kgf/cm? corespunde 


32... 1016 1 


. = 15 zile. 
2,5.105.9,81. 105 60-60. 24 


Te = 
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Corpul Kelvin generalizat se obţine 


un număr (notat cu n) de modele Kelvin 
a acestui corp este: 


legînd în serie un resort cu 
(fig. 9.21). Funcţia de fluaj 


n LEN 
RM = + SL) 
I 


i 


(9.40) 


în care cu 7; 
de ordine j. 

Dacă în serie se adaugă şi un 
Maxwell generalizat, (fig. 9.22) 


s-a notat timpul de întîrziere al elementului cu numărul 


amortizor à se obține corpul lui 
a cărui funcție de fluaj este: 


n 
z t 
fă = + Dhien j+ (9.41) 
j=1 ` Ao 
Termenul J, reprezintă elasticitatea instantanee, termenii după 
semnul sumei elasticitatea 


întîrziată, iar ultimul termen, curgerea 
secundară ireversibilă. 


G 
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i ine şi legînd în paralel 
Corpul lui Maxwell generalizat se poate obţine ŞI ai ar ei 
| mai multe corpuri Maxwell (fig. 9.23). Funcţia de relaxare este în aces 


D = Seacă 


k=l 


| 


ei pa) 
În 


3 
A * 


Cuca 


le 


OTE AM 
= 
DEM 
Lai Š Es- Eon 


Fig. 9.24 
Fig. 9.23 = 


sui well avînd numărul 
az în care 7, este timpul de relaxare al corpului Maxwell av g ago 
edi ÎN Dach e a SUA sort E, în paralel, funcția 
de' ordine k. Dacă se adaugă şi un res a 
relaxare devine 


a N 
- Jpn MAMA 


n t 
E 9.43 
rii) =E, ti Epe ™ (9.43) 
iar dacă se adaugă în paralel şi un amortizor A se obţine: 
n E PP ai ö ) 
ri) = Et 2, Egr + Aod (t) (9.44) 
kzi 


i ă i > ită funcția 
În această expresie este introdusă ie (t) kasper Pie v 
, lui Dirac. ă ie es ă pentru toate va 
bulsi i eastă funcție este nulă pentr 
impulsie a lui Dirac. Aceas ancţ nA: peni scai Arey 
ei miile i cu excepția unui interval cît de mic 0 la va 1 


1 z d 
r = 1 "i > `~ > re grer 5 - A 7 | 1 ar 
ar uui p n u € / € area = A l 1 Cazul 1n c e 

p ametru e tr care la y alo A ( 


funcției este infinită 
intervalul se reduce la un punct, valoarea funcției este 1 ) 
(fig. 9.24). SI Pa 
pei Sea A acestei funcții pe un interval este nulă aag = pl 
nu conține valoarea î, a parametrului și egală cu unitatea dacă cc 
punctul singular £ = ti. 
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Existența acestei funcții reflectă faptul că modelul este lipsit de 
elasticitate instantanee. Existenţa amortizorului în paralel implică 
o deformaţie impusă instantanee, ceea ce înseamnă că o experiență 
de relaxare în condiţiile teoretice nu poate fi realizată. 

Se remarcă, reexaminînd aceste modele, că prin gruparea în serie 
de elemente Kelvin se obține funcţia de fluaj cea mai generală, în 
timp ce prin gruparea în paralel a corpurilor Maxwell se obține funcția 
de relaxare cea mai generală. 

Prin gruparea elementelor în serie și paralel s-au obținut relații 
liniare care descriu atât corpul Kelvin generalizat, cît şi corpul Maxwell 
generalizat. Se poate trage concluzia că un corp visco-elastic cu com- 
portare liniară poate fi considerat fie ca un corp Kelvin generalizat, 
fie ca un corp Maxwell generalizat ; din punct de vedere practic, pare 
mai comod să se aleagă modelul Kelvin în cazul studiului deformaţiei 
sub efort unitar dat și modelul Maxwell pentru studiul relaxării efor- 
turilor sub deformaţie impusă. 


9.5. PRINCIPIUL SUPRAPUNERII EFECTELOR 


Presupunem o mărime Sı denumită cauză care produce apariția 
mărimii e, denumite efect  (amîndouă măsurabile) ; de asemenea, 
mărimea s, de aceeaşi natură ca s, producînd efectul e, ; principiul 
suprapunerii postulează că acționînd concomitent cele două cauze 
Sı + Sa efectul produs este e + e. 

O primă consecință a acestui principiu este proporționalitatea 
între efect şi cauză. Dacă se exercită cauza ks, atunci efectul este ks}. 

Principiul pare adevărat atît timp cît efectele se păstrează mici: 
explicația, din punct de vedere matematic, constă în faptul că în 
acest domeniu relațiile dintre cauză şi efect sînt descrise de ecuații 
liniare şi omogene, situație care în cazul general constituie numai 
o primă aproximaţie. 

În literatura de specialitate se întîlneşte uneori denumirea de 
sistem Boltzmann sau mai des de sistem boltzmanian, pentru sistemele 
cărora li se poate aplica principiul suprapunerii. 

Fenomenele studiate la corpurile vîsco-elastice scot în evidență 
faptul că deformaţiile, respectiv eforturile, într-un anumit moment 
nu depind numai de valoarea în momentul respectiv a eforturilor ; 


* Unii siliconi se apropie în comportare de acest model: la sarcini aplicate brusc 
se comportă ca materiale aproape rigide, în timp ce sarcini mici aplicate un timp mai 
îndelungat le deformează apreciabil. 


298 


ace laşi lucr u, 10. Ce pri V eşte efor turile față de defor maţii A p rnind 
1 1 à această constatare Tin antro omorfoză cor urile ] fic a 
A . v 

de , A j d F 

1n două categor i i : CO? pur 1 li psite de Memor 1e, cor pur ile a caror de or- 


i i i î valoarea 
mație specifică (respectiv efort unitar) nu 7 i amaa sari 
momentană a efortului unitar (respectiv sd e er Mm a 
dotate cu memorie*, a căror deformaţie (respectiv e 
de întreaga evoluţie anterioară. ua aia a 

Corpurile lipsite de memorie sînt cele a c ae ue CE 
decît de valoarea momentană a unor mărimi ; corpurile p 


care ascultă de legea lui Hooke: 
c(?) = Ee(t) 
sau fluidele vîscoase care ascultă de legea lui Newton (scrisă pentru 


întindere) 
c(?) = (t) 
i 1 de viteza 

în care efortul unitar dintr-un moment dat depinde numai de 
de deformație în momentul respectiv. a: doge 

Să presupunem un corp înzestrat cu memorie, 4 a za 
i baaria t, pe o durată dr, se aplică efortul epre e ii 
E i a . A ma 
după scurgerea unui interval de timp, în ri ai £ pia în în pap vi 
va fi de(t); dacă aceeaşi încărcare se va face tot pe 


ită i căi între 
începînd din momentul (t + dz), datorită faptului că pal be 
ma şi efect diferă numai cu un infinit mic, la timpul ż de 
cauza ş 


ro F) 
| 
t 
F 
FTA dect) hhi 
im gg fi) 
dz „| 
o a 1.2 RI 
d dr 
AN a lden) m =- 
2dt 
5 Fig. 9.26 
Fig. 9.25 g 


seş a eg e E e ereditate, folosit 
Si >£ leinorie rmenul de ere 
* Se foloseşte de asemenea în loc de memor t 1 t intii 


de Boltzmann (1876). 
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rămasă va fi tot de(ż) ; dacă însă în momentul + se aplică efortul uni- 
tar o(t) pe un interval 2dr, atunci deformația rămasă va fi 2de(7). 
Deformaţia rămasă este proporțională cu timpul elementar de apli- 
caţie al încărcării, precum şi cu intensitatea efortului unitar aplicat ; 
în concluzie, ea este proporțională cu produsul c(t) dr. Coeficientul 
de proporţionalitate depinde de intervalul 6 = 1 — + dintre momentul 
aplicării efortului și cel al măsurării deformaţiei. 
Astfel judecînd se poate scrie 


de(t) = a(r)f'(t — =) dr (9.45) 


în care f'(?) este functia de memorie care are o alură rapid descrescă- 
toare (tinzând către zero sau o valoare constantă), alură care exprimă 
faptul că evenimentele mai recente au o influență mai mare asupra 
efectului decît cele care au avut loc mai de mult (fig. 9.26). 

Integrînd, pentru a determina deformația produsă de evenimentele 
trecute, se obține 


e(t) = | o(7)f'(£ — 7) dr. (9.46) 


— %0 


Deformația totală se obține adăugînd acesteia deformația datorită 
efortului din momentul ź 


Socotind că efortul pentru t < 0 este nul, iar pentru t > 0 este 
constant o = cp expresia deformaţiei devine : 


t 


e) = Z+ oof f'E — 1) dr = oo [Zo + f) — AO) (948) 


în care f(t) este primitiva funcției Jf'(t); dacă ea este aleasă astfel ca 
f0) = I, expresia deformației specifice este 


e(?) = cof(t). (9.49) 


Primitiva astfel definită este tocmai funcția de fluaj: derivata 
ei este deci funcția de memorie. : 
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În cazul general cînd efortul unitar o variază în timp, integrarea 
în cazul g 


plin părți conduce la 


| a(t) f'E — 7) dr = o' (1) f — 3) dr — [olf — 7] a. 


Considerînd nule eforturile pînă în momentul /=— 0 expresia 


deformației devine 


e) = (OH +h O pt — 1) dr (9.50) 


Neglijînd efectele eforturilor unitare anterioare expresia generală 
se simplifică devenind 


e(t) = j o'(7) f(t — 7) dr. (9.51) 


Aceste relații arată că deformația unui corp cu ni pp e 
fi determinată în orice moment dacă se cunoaște funcția de fluaj, 
efortul unitar și variaţia lui în timp. | y 

Aplicînd aceste relații corpului Kelvin dispus în serie cu un resort 
de complianță I a cărui funcție de fluaj este i 

-3i) 
m-ni” 
solicitat începînd cu ? = 0 de un efort unitar variind ciclic 
G = c; Sin ot, 
pentru a determina variația deformației, se determină funcţia de 


memorie 


À= że" 


cu ajutorul căreia se obține 


elt) = ot) I, + | o(7) f'E — 7) dr = Zoo sin ot 4 


= 99 Sin o 7[Ig + 


În mod asemănător, în cazul corpurilor cărora li se impune o 
deformaţie, se determină funcția de relaxare a cărei derivată este 
funcția de memorie ; în acest caz se poate scrie similar cazului pre- 
cedent : 


o(t) = E(t) + | e(t) r'(t — 2) dr 


cînd deformația se aplică de la ¿= 0: 
t 


o(t) = (0) r(t) + f e(z) r'(t — 7) dr 


0 


sau, socotind deformațiile vechi nule : 


Și în acest caz, efortul unitar într-un moment dat poate îi deter- 
minat cunoscînd funcţia de relaxare, deformația impusă ŞI variația 
ei în timp. De exemplu, în cazul unui corp Maxwell căruia i se impune, 
pornind din momentul 4 = 0, o deformaţie proporțională cu timpul 


e= hf, 
funcția de relaxare este: 


t 


r(?) = Ee *. 
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AREN o a at 
Introducînd aceste valori în expresia (9.55) 


$ t= 


olt) = E(0) 76) +È e'() rE — 7) dr = Eko) e 7 dr = 


0 
á (9.57) 
Eko „li == z), 


Una din aplicațiile suprapunerii efectelor ca be a a 
pogibilitatea de a trasa curbele de curgere lentă ră oe Sei i spam 
corpului vâsco-elastic se exercită încărcări şi Fg ThA i aie 
intervalele definite de îi =0, fi, tə, tz (fig. 9. $ e Ma SE 
în intervalul 0 < ¿< î, este valabilă curba de za A i pompei ii 
se poate considera ca suprapunerea unui efort nega i bk aar 
care are curba de fluaj (C) obținută simplu prin nea jire 
C. n punctul de abscisă ż,. Evident, Sia d eie piei d i e 
Ka fi reprezentată prin diferența dintre ordonatele curbe i ŞI Ca 


Fig. 9.27 
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n mpa asemanator se procedează în cazul unei noi încărcări Ja 
= la; pentru t < îs ż deformația va fi suma algebrică a deformâ- 


țiilor reprezentate prin curbele Ca a 3 Ca 


E = €, — 63 + ee 


Și aşa mai departe. 
In cazul relaxării datorite unei deform 


i 3 3 ații impuse e ERE duza 
constantă pe intervalul 0 << £ / petitia Aer e 


1» Variația efortului unitar este repre- 


zentată prin curba ; la ti i i 

n o prin curba o; la timpul î, efortul unitar are 
daca in momentul /, deformația se anulează 
aceeași deformaţie s elaxare ivă 
ee veera i o) curba de relaxare 01 = c(t) (negativă) se 
E a epiasind curba o = (7) cu originea în punctul £ = i, ; diferen- 
A e între ordonatele celor două curbe în punctele î, < £ dau curba 
de fluaj pentru î > 4 (fig. 9.28). 


valoarea s,; 
(se impune în sens negativ 


O 8 
) 


.6. FLUAJUL (CURGEREA LENTĂ) ŞI RELAXAREA NELINIARE 


„Principalul inconvenient al soluțiilor reprezentate prin ecuațiile 
diferențiale liniare și omogene este acela că nu pot descrie safic sai 
de exact deformaţiile în timp a unor materiale utilizate în > Ma ză 
inginerească, în special fluajul metalelor la temperaturi ni 
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Continuînd să considerăm corpul alcătuit din două faze, faza solidă 
și faza fluidă, neconcordanțele în comportare se datoresc fazei fluide 
a cărei comportare trebuie definită, de data aceasta printr-o lege 
neliniară ; în cazul solicitării la întindere, forma cea mai simplă a 
unei asemenea legi este: 

b e [o 
i= fă R (9.54) 
va" 
în care o* este un efort unitar de referință o > o* iar n un număr 
întreg şi par. În cazul unui efort unitar constant, prin integrare se 


obține : 
T (=) Fa t. (9.55) 


o* 


Deoarece observațiile asupra fluajului metalelor și deformațiile 
pe timp lung a rocilor sau ale betonului arată că deformațiile nu cresc 
totuşi proporțional cu timpul, aşa cum rezultă din relația (9.55), 
expresia deformației și a vitezei de deformație se corectează afectînd 
timpul cu un exponent subunitar m < 1 


Lo? A A 


Pentru valori mari ale timpului viteza de deformaţie scade tinzînd 
câtre zero cînd timpul tinde către infinit ; la metale (m = 0,3 ... 0,5) 
aceasta se datoreşte modificărilor în microstructură și în special 
fenomenului de ecruisare. 

Pot fi concepute modele mecanice prin diferite combinări în serie 
şi paralel a celor două faze, solidă și fluidă, în care faza fluidă este 
descrisă de o lege neliniară. De exemplu, un fluid similar corpului 
Maxwell va avea ca ecuaţie de stare: 


Integrînd, pentru un efort unitar constant o > 6* 


sE Ai d rT (9.58) 


Deformația este mai mare decît cea a corpului Maxwell liniar. 
Legea de relaxare a eforturilor se obține integrînd ecuația diferențială 


(socotind s = const. deci e = 0) care în această situație ia forma 


CA E Ls i (9.59) 


c 
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avînd ca soluție 


l E =] (9.60) 


în care cu o s-a notat efortul unitar în momentul impunerii defor- 
maţiei, ep adică o, = Ee,; se observă că relaxarea depinde nu numai 
de funcția de relaxare ci şi de mărimea deformației inițiale. 


9.7. SOLIDUL NEELASTIC STANDARD 


Comparînd comportarea în domeniul cvasi-static al celor două 
corpuri liniare simple cuprinzînd două faze, şi anume corpurile Maxwell 
și Kelvin, pare că ultimul, în afară de modelarea elasticității întîrziate 
nu ar avea importanța practică ; într-adevăr la viteze mici de încăr- 
care el se comportă ca un corp perfect elastic şi nu prezintă nici curgere 
ireversibilă, nici relaxare a eforturilor. Mai semnificativă pare com- 
portarea lui în cazul solicitării ciclice cînd iese în evidență capacitatea 
de a disipa energie, capacitatea de amortizare a vibrațiilor. 

În studiul făcut în $ 9.3 se arată că între efortul unitar şi defor- 
mația produsă de acesta este o diferență de fază ọ = arctg (w7;) 
a cărei măsură dă posibilitatea determinării directe a capacității 
de amortizare care, în cazul corpului Kelvin, crește proporțional 
CU w7;. 

Observațiile asupra solidelor reale au arătat însă neconcordante ; 
amortizarea crește liniar cu OT; atinge un maxim, după care des- 
crește pînă la valoarea zero. 

Cea mai simplă expresie care poate descrie o asemenea compor- 
tare este 

o + 70 = E(e + mé) (9.61) 


în care 7, este timpul de relaxare, iar Tı timpul de întîrziere a defor- 
mației 


iar modulii de elasticitate E > E sînt modulii limită de comportare 
elastică la solicitări ciclice pentru frecvența infinită (E), respectiv 
nulă (E), numiți modul dinamic (E) şi modul static (E). Corpul descris 
de această ecuație combină proprietățile corpului Kelvin (postefectul 
elastic) cu cele ale corpului Maxwell (relaxarea efortului). El este 
denumit solid neelastic standard. 
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Presupunînd acest corp solicitat ciclic de se pri 
o = Opsinot care produce deformația e = £p SİN ot, relația în să 
eforturi şi deformaţii se obține introducînd aceste valori în expresia 
(9.61), şi anume: 


oo (sin ot + rw cos ot) = Eso (sin ot + tiw cos œt). 


Din această relație în care termenii din paranteză se pun sub 
forma : 


God, sin (ot + ọ,) = Esoa sin (ot + e.) (9.62) 
în care: i E VI + 7202; di = VI + Tio? 
te p, = OT, ; tg pi = OT, 


rezultă că între efort şi deformație este o diferență de fază dată de 
relația : 


(9.63) 


tg (ẹ, — e.) 


Diferența de fază este nulă pentru o = 0 şi o= o; diferența 
de fază fiind una din măsurile amortizării rezultă că pentru ra 
valori vibraţiile nu se amortizează ; amortizarea este nulă. Mii 
diferenței de fază se obține anulînd derivata; aceasta apare pentru 


valoarea pulsației œ = Vz,r (fig. 9.29). 


wt) | 


Fig. 9.29 
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M odu u e elasticitat E c c [a i u. Ci 
X C TLE E(0) Dentru o anumita v Uoare a sati 
| d ast t t a f t re ye P ul 4 t 4 
(W se obține scriind "i i 


So = E(w)eo (9.64) 
sau folosind relația (9.62) 

c4, = Eci 
și identificînd termenii rezultă 


mele 
Boj = Ea puteai, (9.65) 
ar VI + war sit j 
E(w) este egal cu E i 3 

7 ga t pentru w = 0 si * (tilt ` 
Comportarea s lid lui piesa! cu E. (tijm) pentruo = ce. 
__Momporta solidului neelastic standard la curgerea lentă este 
asemănătoare corpului Kelvin. Rezolvînd ecuația (9.61) pentru o = 


= const = og deci c = 0 (pe ` x : 
Ia A o © = U (pentru £> 0) rezultă ecuaţia deformaţiei 
elastice întîrziate ) RT PS 


/ t 
E= 7 k — e 5] = cop(7) [eo F 2) i (9.66) 


atei ata la relaxare se obține pentru e = s, = const (pentru 
da ) ierg Pag in momentul aplicării bruşte a deformației 
o —> oo) la t = 0 ia naştere efortul unitar Go = Eeo. Prin integrare 
se obține ecuația ii 

A 


zË z 
= sl Be h zli Si 3 = s,E(t) = esE,(). . (9.67) 


ei aa descrie relaxarea eforturilor este asemănătoare celei 
a corpului Rata (cu care devine identică pentru E = 0) cu dife- 
ia a a £ ortul nu scade la valoarea zero ci după un timp infinit 
ung el râmine la valoarea o = Ees, (fig. 9.30, a) 


r 
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O diagramă asemănătoare se poate trasa pentru modulul de elas- 
ticitate instantaneu al solidului standard (fig. 9.30, b) care poate 
fi determinat din relația (9.67) 


t 


POSEE Ej *. (9.68) 


Solidul standard nu prezintă curgere ireversibilă aşa cum au beto- 
nul sau metalele la temperaturi ridicate. Acest neajuns îi limitează 
domeniul de utilizare în favoarea corpului Maxwell sau modelelor 
cuprinzînd un corp Maxwell în serie. Cînd curgerea (ireversibilă) 
este neglijabilă, solidul (neelastic) standard poate fi utilizat cu succes. 


9.8. BETONUL CA MATERIAL REOLOGIC 


Prin comportarea sa, betonul s-a dovedit materialul de construcție 
cu proprietăți vîsco-elastice evidente. Pe baza unui mare număr de 
încercări de laborator, au fost determinate deformațiile datorite curgerii 
lente, ca urmare a solicitării continue la compresiune. Rezultatele 
încercărilor au dat posibilitatea stabilirii unor expresii practice pentru 
calculul curgerii lente ținînd seama de principalii factori care influen- 
țează fenomenul, şi anume : 

— durata de încărcare; 

— valoarea efortului unitar ; 

— virsta betonului din care este confecționată proba ; 

— modul de conservare a probei; 

— compoziția betonului probei ; 

— volumul probei. 

Durata de încăreare Experimental se verifică creşterea continuă 
a deformației în timp. Deosebirea față de corpul ideal vîsco-elastic 
constă în faptul că procesul de deformație pare a se opri după circa 
800 zile. Explicaţia constă în procesul de creștere a viscozității apa- 
rente ca urmare a întăririi gelurilor. 

Determinarea deformaţiilor datorite curgerii lente sub acțiunea 
forțelor implică separarea deformaţiilor din contracție care la com- 
presiune au acelaşi sens, deoarece experiența pune în evidență defor- 
maţiile totale (curgerea lentă + contracția). 

Deformaţia din curgere lentă se măsoară după un anumit timp 
de la aplicarea sarcinii care variază de la experimentator la experi- 
mentator, între o oră şi o zi, pentru a îndepărta deformația instan- 
tanee. 
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In fig. 9.31 se dă diagrama curgerii lente după Le Camus a unei 


probe cilindrice Ø = 9 cm de beton cu dozaj de 350 kg/m? ciment 


Portland, încă ă i 3 E 
end cărcat după 3 zile la 126 kgf/cm, în atmosferă de 75% 


| | L F DFN, i500 


` Deformatie totală 


| 


] | | à 
O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 


fimpul în zile 


Fig. 9.31 


Valoarea efortului unitar. Încercările au confirmat, mai ales î 
cazul eforturilor unitare ridicate, că deformaţiile din caier lentă 
după scurgerea aceluiaşi interval de timp, sînt mai mari ardh ef n 
turi unitare mai mari. Pentru valori mai reduse ale eloni defor- 
mația totală nu diferă mult de deformația datorită contracției EPS 


kgf/cm" 


200 
150 
100 
90 
0 
2000 3000 
Contractie Deformatia totală . A /m 


Fig. 9.32 
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În fig. 9.32 se arată deformația după Le Camus a unui beton în 
vîrstă de o lună, în medie de 75% umiditate la diferite solicitări. 
Vîrsta betonului. Experiențele efectuate de unii cercetători, mai 
ales de D. Mc. Henry, arată că deformaţiile din curgere lentă sînt 
mai mici cu cît vîrsta betonului în momentul încărcării este mai 
mare, fapt explicabil atît prin scăderea contracției, cît şi prin creşterea 


} 


—— 


l 
3 Masurat dela data 
confechonâru probe: 


Fig. 9.33 


viscozității aparente a betonului. Determinarea diagramelor de curgere 
lentă în funcție de vîrsta betonului în momentul încărcării au o apli- 
cație interesantă pentru determinarea curgerii în cazul descărcării. 
Potrivit teoriei lui Mc Henry, verificată şi experimental, din ordona- 
tele diagramei de curgere a betonului încărcat la vîrsta ż se scad 
ordonatele diagramei curgerii betonului determinată pentru vîrsta 
la care se face descărcarea (7, în fig. 9.33). 

Modul de conservare a probei. Umiditatea mediului joacă rolul 
preponderent. După un timp de patru ani și jumătate, un beton de 
marcă curentă, încărcat după 28 zile la un efort unitar de 65 kgf/cm? 
a dat următoarele rezultate 


Umiditate relativă Deformaţie totală Contracție , Deformaţie 
% din curgere ujm din curgere calculată 
ý u/m u/m 
Apă 180 = 120 200 
Aer 99% 250 — 100 240 
Aer 70% 1 450 750 1 460 
Aer 50% 2 100 1 200 2 100 
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Judecînd prin prisma modelelor mecanice prezența apei în inter- 
stițiile betonului corespunde cu majorarea numărului de elemente 


corp de pompă (piston) ceea ce are ca efect creşterea viscozității 
aparente. 


R. I/Hermite propune următoarea relație : 


Ar 
Am = Ami 1+ Q 
Ar, 
în care: 
Am; este deformația de curgere în absența contracției ; 
) — o constantă depinzind de beton; 


Ar  — contracția teoretică pentru umiditate relativă nulă ; 
A, — contracția în condiția higrometrică a mediului. 

Ami 
Se poate lua Q — = 1,42. 

Ar, 


Compoziţia betonului. Natura și granulozitatea agregatelor, fac- 
torul apă:ciment, dozajul joacă de asemenea un rol important ; 
deformaţiile din curgerea lentă scad cu sporirea dozajului deși con- 
tracția crește, în timp ce pentru pasta de ciment pură curgerea lentă 
ia proporții cu atît mai accentuate cu cît și factorul apă: ciment 
creşte. Aceste observaţii, care ilustrează influența diverselor faze 
în modelul reologic, ar conduce la concluzia că există un beton cu o 
anumită granulozitate din agregate de o anumită compoziție minera- 
logică și un anumit dozaj care să aibă curgere minimă. În tabelul 
de la pag. 313 întocmit de R. I’ Hermite, se observă dependențele 
amintite mai înainte. 


Volumul probei. Dimensiunile transversale ale epruvetei de beton 
au influență evidentă asupra vitezei deformaţiilor din contracție. 
Curgerea lentă fiind un fenomen de aceeași natură cu contracția ne-ar 
conduce la concluzia că ea este de asemenea influențată. Din încer- 
cări efectuate pe betoane, încărcate la 28 zile, la un efort unitar de 
120 kgf/em?, după 50 zile, au indicat deformații datorite curgerii 
lente, după cum urmează: 


Dimensiunea probei: Deformaţia: 
17 x I7 om 120 u/m 
15 x 15 cm 140 u/m 
12 X 12 cm 165 u/m 


e 


du As 
Natura Ei] g| as y 
Dozajul agregatelor a Hug PEE: x Contracţie» 
Titu ej iat ini c |454] pI £ 
cimentului 5 E É SEG B Š 
400 Portland 0,81 0,78 | 210 140 120 Sc = 
250 Portland 1,42 | 0,78 | 210 140| 450 Scăzută 
275 Portland 0,71 0,50 28 350 550 Scäzata 
275 Portland 0,71 Apă 28 350 175 Scăzută 
350 Gresie 0,89 | 0,78 28 700 | 1 200 Scăzată 
Davis 350 Bazalt 0,89 | 0,78 28 700 | 1 000 Scăzută 
350 Pietriș de Era A A 
riu 0,89 | 0,78 28 700 900 Scăzută 
350 ranit 0,89 0,78 28 700 750 Se rută 
350 Cuarţ 0,89 | 0,78 28 700 720 Se i zută 
350 Calcar 0,89 | 0,78 28 700 500 Scăzută 
Pastă , p eo 
ciment | Portland 0,30 | 0,50 28 200 | 5 000 Inclusă 
siangrec Pastă a g 
uite ciment | Portland 0,30 | 0,50 28 200 | 4 400 Scăzută 
450 Nisi | l 
eos 0,50 | 0,50 | 28 50 | 2 000 Inclusă 
450 Nisip AAA 
silicios 0,50 | 0,50 28 50 | 1700 Scăzută 
£ i ? Ă 250 Inclusă 
) 350 Porfir ? Apă 60 900 | 2 250 ă 
ziua 350 Porfir ? Apă 60 900 500 Inclusă 
3 i 5 Silicios 5 28 330 241 Scăzută 
Glanville 500 Silicios 0,40 | 0,75 } 3i i fare 
310 Silicios 0,70 | 0,75 28 330 612 ăzută 
200 Silicios 0,85 | 0,75 28 330 | 1 076 Scăzută 
L' Hermite 350 Silicios de j f E, 
& Le Camus Sena 0,50 | 0,75 30 1200 270 Scăzută 
350 Silicios de i i 5 
Sena 0,50 | 0,75 30 1 200 590 Inclusă 
350 Silicios de d să 
Sena 0,50. | 0,75 30 1 200 250 Scăzută 
350 Silicios de Si E 
Sena 0,50 0,75 30 1 200 660 Inclusă 
Berthier 400 Calcar 0,40 | 0,73 28 100 190 Inclusă 
(Casa) 


+ 


Numai de la punerea sub sarcină. 
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Raportul valorilor extreme din acest tabel era la 50 zile egal cu 


7 Pui dom isa N TGA Sei 
1,26, şi se reduce în cazul încărcărilor făcute pînă la 90 zile la 1,12 
A a 


ceea ce pare să arate că valorile finale depind puțin de dimensiunile 


probei. 


Ținînd, în mai mare sau mai mică măsură, seama de factorii exa- 


E iai E Si 
EEA Sumar mai inainte, au fost stabilite formule empirice pentru 
deformația din curgere lentă. | 


O asemenea relat C rnizin ef t t ] t t i cl > e ] lu 
> le urn înd defo ația ota 
a este cea <é 
R. Iy Hermite 


K, log — K,t 


ETET TT E PR. @ 


a+t ) 


în care: 


A, este deformația totală după scurgerea timpului £; 


A; — deformația inițială instantanee ; 

An — deformația maximă (limită) ; 

g = vîrsta betonului în momentul încărcării : 

A — coeficient a cărui valoare medie este 0,65—0,70: 
Aa 


ATONA SA 3 
coeficient a cărui valoare medie este 0,26—0,30. 


R. Dutron propune relația: 


sali E, 100—(0,—0; 
D, = D;|1 + 4È. 190 0, = 09 
E; 100 


4, 


J0 — BA — 49] 


în care indicii 1 ŞI 4 semnifică starea finală, respectiv starea inițială 
a punerii sub sarcină, astfel: 


D, este deformația limită datorită curgerii ; 


Dh — deformația instantanee la aplicarea sarcinii ; 
A — mi higrometrică a mediului ; 
— deformaţii ită c tiei ării i î 
și ţii datorită contracţiei sau umflării exprimat, în 
pe 


Coeficienţii A și B au valorile 1, 2 respectiv 4, 5. 
Detormaţia D; se calculează în funcție de solicitarea la care este 
supusă proba şi de modulul instantaneu de elasticitate E, 
pe 


Î 


n sfîrşit, Voellmy propune pentru construcții de beton armat: 


D-7) -Fw +2). 
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în care: 
Ex este deformația relativă, la mie, datorită curgerii: 


We — rezistența la compresiune pe cub în momentul aplicării 
sarcinii, în kgf/cm? ; 

F — umiditatea relativă, în % ; 

W P” 

-- — factorul apă : ciment ; 

Z 

W  — cantitatea de apă la metru cub de beton proaspăt; 

Z : 3 

= — volumul de ciment la metru cub de beton proaspăt ; 

Ya 

“a — greutatea specifică a cimentului (= 3,1); 

u — coeficientul de armare. 


Paralel cu încercările de a determina formule empirice care să 
descrie comportarea betonului în timp, se manifestă mult interes 
pentru stabilirea pe cale teoretică a unor expresii care să descrie 
acelaşi fenomen. La baza acestor studii stau diferite modele mate- 
matice sau mecanice. În cele ce urmează se prezintă o soluție stabilită 
pe cale teoretică*. 

La încercări de scurtă durată betonul se comportă ca un material 
elastic. La încercări de durată, sub efort constant, deformațiile variază 
în timp datorită pe de o parte curgerii lente, pe de altă parte con- 
tracţiei ; acestea tind către valori finite ca urmare a proceselor de 
întărire a pietrei de ciment. Deformaţia totală este suma celor trei 
deformații : elastică s,, de curgere lentă e, şi de contracție e,. 


e=s,+e,te, (9.69) 
sau introducînd vitezele de deformare 
é = E + é + (9.70) 


Cele trei componente pot fi descrise pornind de la modelele simple 
reologice. Componenta elastică se supune legii lui Hooke ; sub formă 
diferențială, presupunînd modulul de elasticitate constant, se obține : 

S. = 
e 

Deformaţiile datorite curgerii lente şi contracției — fenomene de 
natură asemănătoare — pot fi descrise în linii mari de ecuația corpu- 
lui Kelvin, și anume: 


Eres; += (9.71) 
d zEg 7 TE 
* Soluţie dată de H. Trost [98]. 
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in care t, E,, So sînt constante ale materialului. Prin integrare şi ținînd 


seama că pentru momentul inițial (£ = 0) şi deformația din contracție 
e, este nulă, rezultă: i 


t 


e, = 2 (i bae Ti (9.72) 


"e 


Valoarea constantei So, de natura unui efort unitar, se obtine din 


valoarea deformației de contracție limită s,» 


Es = &o Cd f= oo 
34 = Eero: (9.73) 
Inlocuind această valoare în expresia (9.71), se obține o nouă 
expresie pentru deformația din contracție : 


(e — £). (9.74) 


În mod asemănător se obține o expresie pentru curgerea lentă 


3 i fe 
= [= T e). (9.75) 
Înlocuind aceste valori în expresia (9.70) se obține : 
z G Ifo 1 
¿=24 [= afe ea) — > (e + $). (9.76) 


Dar în ultima paranteză se poate înlocui 


g€ = g — E = cd F 
e, +e,=e Mi per set E (9.77) 
ceea ce conduce la: 
E e 5 E z 
E a 4 w, 7 
iai e aa F (78) 


Aceasta ar fi ecuaţia reologică de stare a betonului. Din punct 
de vedere matematic problema se reduce la integrarea acestei ecuaţii 
diferențiale de ordinul I cu coeficienți constanţi ; din punct de vedere 
ingineresc, problema este a determinării coeficienţilor; pentru un 
anumit beton, coeficienții pot fi determinaţi pe baza încercărilor 
de curgere lentă sau relaxare prescrise de norme. De exemplu, apli- 
cînd recomandările CEB problema constă în a determina mărimea 
deformaţiei finale din curgerea lentă exprimată în; aceste norme 


316 


printr-un coeficient constant ọy, a cărui valoare depinde de mai mulți 
factori. Încercarea de curgere lentă are loc sub efort constant o = o; 
în acest caz, soluția ecuaţiei (9.78) este: 


== 20 f -+ A | 1 — "a =)| + Eo h — ra =) (9.79) 


E; i 


(G) 
| 


în care ep este deformația instantanee pentru + = 0. 
Pentru ft = co 
[ ST - 
[1 F a E Ero- 
l By 
Această relație permite determinarea raportului între modulele 


de elasticitate E și E, 


co — Ero — E€ E 
i Păi dee. PRE AI 9.80 
r E (9.80) 


Numărătorul primei fracții reprezintă tocmai curgerea lentă 
finală de unde rezultă : 


Z =E = gy: (9.81) 


E 


Eg Eo 


Determinarea coeficientului e (caracteristica curgerii lente) per- 
mite transcrierea expresiei (9.79) sub forma : 


t Ei 


pm | + al 3 e 3) F seli ii e z] (9.82) 


iar ecuația de stare (9.78) ia expresia : 


d € o o l+ ọy Erœ 2Q) 
E Solid Apa Tae. (9.83) 


© E E o? E 


În aceste expresii intervine t, valoarea timpului de întârziere; 
considerîndu-l constant* 7 poate fi determinat experimental stabi- 
| : A A e Pe a cil ad n 1 
lind perioada de timp în care deformația întirziată reprezintă | | — Zi 

e 
din cea finală ; de regulă, aceasta corespunde unei perioade de 2—4 
luni, ceea ce permite să se adopte pentru t o valoare medie de 100 zile. 


* Aşa cum s-a arătat în $ 9.1 timpul de relaxare este raportul dintre viscozitatea 
la întindere A şi modulul de elasticitate E ; viscozitatea însă, aşa cum arată încercările, 
creşte cu timpul. 
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f Aceleaşi constante pot fi determinate prin încercarea de relaxare 
in care deformația este menținută constantă e — e 


€ = sọ; în acest caz 
. 3 0 
ecuația (9.83) devine : i 


G 


(fs; E 
PE o = E leg — sya). (9.84) 


r T 


se Soluția acestei ecuații, in care s-a ținut seama că în momentul 
inițial £ = 0 efortul unitar este 069 = Esp, este 


t ja 
Oon 7 (+ en) 7 —— (l+ 9y 
E E ze fu _ pterea) 
1 4 J 


s (9 R5ì\ 
H ex - PN 
La t = oo efortul rămas este 
99 Fero 
[ej E Á - —— —— > 
x e ara (9.86) 


Determinînd experimental c >, Co E şi eu coeficientul Py se obține 
cu ușurință ; 


— — Esro 
py =e ie, (9.87) 


9 


Problema poate fi rezolvată introducînd ca parametru funcția 
de curgere lentă g,. În acest scop ecuația (9.76) poate fi scrisă şi sub 


forma : 
i= ti =) Fă (9.88) 
E Elele s i 


Termenul al doilea din dreapta parantezei reprezintă derivata 
curgerii lente ; în acest caz se poate lua pentru termenul dintre acolade 


Efi s 
= z =: i = (t) (9.89) 
sau ținînd seama de (9.81) se poate serie: 
=a, (9.90) 
icuația (9.88) devine: | 
Bre oale sai A (9.91) 


* Relaţie adoptată de Dischinger. 
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der 


(9.92) 


o 
E dọ 
Avantajul acestei expresii este că în afară de modulul de elastici- 
tate E nu necesită determinarea altor constante ci numai a variațiilor 
deformației. 
În cazul încercării de relaxare, cînd este impusă o deformaţie 
= = ep = const., dacă încercarea nu durează mult, pentru a putea 
neglija variația contracției, expresia (9.92) se poate scrie simplu 


lo 
+ o =0, (9.93) 
do 

Ținînd seama că pentru ọ = 0, o = o, ecuaţia (9.93) are soluția 
o = ope 0, (9.94) 


Din egalarea acestei expresii cu (9.85) care se referă la aceeaşi 
încercare (de relaxare) se obține: 


-41 +y) 
(t) = In (1 + ọy) — In f F gye | 
ceea ce dă pentru î = oo valoarea finală 
Pa = În (1 -F eu). (9.95) 


Un model relativ simplu al betonului ar putea fi obținut considerîndu-l ca un corp 
asemănător corpului Burgers, alcătuit deci dintr-un corp Maxwell și un corp Kelvin 
legate în serie, cu deosebirea că viscozitatea corpului Maxwell se consideră crescătoare 
în timp după o lege exponențială 

A = dot. (9.96) 


Componenta Maxwell ar avea în acest caz următoarea ecuație diferențială de stare- 


o Ei 
ea et — (9.97) 
d Eo 
care conduce la expresia deformației 
t 
a e 9 
e(t) = S e dt + — (9.98) 
Ào x Es 
0 
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în care s-a considerat că efortul unitar se aplică la 4 = 0. Funcţia de curgere lentă ọ 
a corpului se obține adunind cele două funcţii (ale corpului Maxwell și Kelvin) 


(9.99) 


2) t 
E E Pr 
-E l; Se y + — | ce dt. 
i OTr 
0 


În cazul încercării de curgere lentă pentru o = og = const. funcția de curgere lentă 


devine : 


1 a 
— (1 = 2 (9.100) 
aTr 
în care cu E, s-a notat modulul de elasticitate instantaneu, iar cu E, Şi A constantele 
reologice ale corpului Kelvin, +; timpul de întîrziere al componentei Kelvin, iar 
Tp timpul de relaxare al componentei Maxwell. 


9.9. FLUAJUL ŞI RELAXAREA FIRELOR DE OȚEL 


Oţelul de înaltă rezistență, în special sub formă de fire, este tot 
mai des utilizat în construcții pentru a crea o stare de eforturi inițială 
asupra betonului — precomprimarea acestuia — în scopul preve- 
nirii apariţiei eforturilor de întindere produse de sarcinile permanente, 
utile, accidentale sau de diferențele de temperatură. Această stare 
de eforturi este în general realizată prin întinderea firelor și menține- 
rea lor sub tensiune în elementul precomprimat. 

Deşi în forma cea mai accentuată fluajul și relaxarea la oțel apar 
la temperaturi ridicate, asemenea fenomene sînt sesizabile chiar la 
temperatura ambiantă. Importanța lor este evidentă; adăugată 
curgerii lente a betonului, relaxarea efortului în firele de oțel contri- 
buie la scăderea forței de precomprimare. 

Fluajul şi relaxarea metalelor sînt fenomene care definesc proprie- 
tatea denumită neelasticitate (anelasticitate), opusă elasticităţii. Com- 
portarea la fluaj și relaxare a firelor de oţel se stabileşte prin încercări 
de două feluri: sub efort constant pentru determinarea diagramei 
de fluaj, sub deformaţie impusă constantă pentru determinarea dia- 
gramei de relaxare; amîndouă încercările au loc la temperatură con- 
stantă în jur de 20°C. Se trasează diagrame asemănătoare celor din 
fig. 9.34. 

În ce priveşte fluajul, s-a introdus termenul de limită de lua) 
care, asemănător celorlalte limite utilizate în descrierea diagramei 
caracteristice (de exemplu, limita de elasticitate, limita de curgere) 
ar reprezenta efortul unitar sub a cărui valoare fluajul, la tempera- 
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tura ambiantă ar fi neglijabil. DIN 4227, ca şi STAS 6482—61, de 
exemplu, definesc limita de fluaj ca fiind Valoarea efortului eg 
care, aplicat asupra firului de oțel, produce în intervalul de o ui e 
ore (măsurate începînd cu minutul 6 de la aplicarea sarcinii), o e oT- 
mație de fluaj de 3%, din cea produsă prin aplicarea rapidă a sarcinii. 


a — alungire din incârcere 
b- alungire în timp 
A c- alangire la descărcare 
d- alungure de revenire 


T,- efort imtial 
T. - efort final 


E fortul unitar 


Timpul impu, 


Fig. 9.34 


(Inițial prin limita de fluaj se detinea efortul unitar j pi cu i 
supunea că nu apare fluajul; încercări ulterioare au dove : alne 
Muajul apare chiar la spini pe cuprinse în domeniul de 
portare elastică a materialului. pe Dh.. 
pui e e relaxarea, s-au introdus ca mărimi p "e 
pierderile de tensiune determinate prin incercari pe o durată s e 
1 000 ore sub deformație constantă. Recomandările FIE A n 
betonul precomprimat, presupun că pierderile ag ni su € pi 
1 000 de ore sînt cuprinse între 2% și 8% din ip cuci ai Co 
acesta este 0,65 c, şi între 8% şi 12% cînd efortul unitar este O, EA 
(c, fiind limita de rupere a firului de oţel*); recomandările Ata 
ca rezultatele obţinute în intervalul de 1 000 ore să fie extrapo Aa 
pentru 100 000 ore, prin comparaţie cu curbele, de gi it i 
trasate pentru un oțel cu caracteristici asemănătoare pe baza de 
încercări de lungă durată. s F: 
i o e g de idei, menționăm observațiile făcute de Papa 
Levi care susține că la firele trefilate pierderea de efort prin e aice 
pe termen lung este dublă față de cea constatată după 120 ore. en și 
otelurile laminate sau cele tratate termic, raportul este, e: pare, 
superior lui 2 şi poate ajunge în unele cazuri la 3 sau chiar borg 

Rezultatele încercărilor făcute pe scară largă de numeroase la te 
toare constituie o bază pentru recomandările şi opiniile enunțate 
mai înainte; literatura tehnică abundă în acest domeniu. 


* Notată în recomandări prk 
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21 — Probleme moderne ale rezistenţei materialelor 


Indicaţii prețioase, î 
rețioase, în ce priv 
ra í riveşte 
din diagrama caracteristică obti ia pala 
is salaa apa da obținută pe baza încercării de întind 
ierti mul serie pia lagramă caracteristică avînd limi pir 
a de elasticitate, de curgere) indică si ¢ Eram iai 


fluaj; limita de fluaj coincide sau este fo 


/e 


S$ 
S 
S 
a’ 
S | 
3 


Cabluri netratate 


termic 


z 60 65 70 73 80 85 99 si 
Încărcarea Ya din rezistenta la intindere 


de elasticite i) rii car eaz 

É itate. Factorii inf e 

stic „Fa are influen ă t 

ntieauă An act caT Ifează comportarea elastică int 
nirea*, de e a e 1p ŞI în același sens comportarea la faal pic 
ia pi a y -i , pd ca ina reducerea deformațiilor di fluaj 
} ierder or de etort prin relaxare, pentru v i e n 
sub limita de elasticitate $ » Pentru valori ale efortului unitar 


În fig. 9.35 sînt d i i 
- 99 Sint date sintetic rezul î 
Mine pa Si ezultatele unor încercări de telax. 
re pi Teri ago asupra firelor de oţel soia spe 
ge iale fr dă, F ordonată se dau pierderile de efort prin ri = 
Rada esa să mt area variază între 50%, şi 95% din 
„Tup a e oțe 7 ă o “pir 
(0) i 
la 50% din limita de rupere firele E, e iesita a Da 
ate prezintă o relax i 
axare mai 


Tratamer t ermic li t sîr ] d x 
1 rI aplica î melo: constin 
UE cat si E ti i 
stă ( 5 Plice in încălzirea la o 


ç a inferioară a 
ne a inferioară de transformare a oțelului) annik Aa Ea 


de o răcire 


** Stahl d Ei 4 iuli 
und Eisen, vol. 78, iulie 1958, pp. 937 — 947. 
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fluaj, se obțin 


ȘI O comportare bună la 
arte apropiată de limita 


pronunțată ; la eforturi peste 70% din limita de rupere, firele cu limita 

de elasticitate ridicată prin tratament prezintă o creştere importantă 
a pierderilor prin relaxare, explicată prin apariția deformaţiilor plas- 
tice mari după depăşirea limitei de elasticitate ; la eforturi unitare 
mari pierderile prin relaxare au valori apropiate atît la firele tratate, 
it și la cele netratate. E 

Fluajul este influențat de factori asemănători. In fig. 9.36 se 
rată rezultatele obținute în laborator pentru diferite valori ale rapor- 
tului dintre efortul unitar aplicat şi limita de rupere; este de notat 
faptul că la eforturi mari, pe măsura trecerii timpului, viteza de 
deformare scade ; în intervalul de 1000 ore curbele trasate într-un 
sistem de referință semilogaritmic (în care numai timpul este repre- 
zentat la scara logaritmică), au forma literei S, altele a unei părți 
a literei S; asemănările sesizate şi între curbele de fluaj trasate în 
sistemele de referință normale, au condus pe unii cercetători“ să 
considere că pentru acelaşi material curbele de fluaj pentru diferite 
eforturi unitare sînt omotetice. 

Asemănări apar şi între curbele de relaxare; reprezentate într-un 
sistem semilogaritmic ele au alura generală redată schematic în 
fig. 9.37. 

Pentru un efort unitar inițial redus şi o durată limitată a încer- 
cării (pînă la 1000 ore) este parcursă numai prima parte — cvasi 
liniară — a diagramei; pentru eforturi inițiale medii, cea mai mare 


Incarcarea inițială 


2737 1457160 3-27 


diametru. Încârcare 97%, T, 
T 


- Jensiuneo remanema 


% 7 70 10 100 1000 


Încârcare in are 


Fig. 9.36. 


Timpul de incă zare 


Fig. 9.37 


* M. Campus. Bulletin du CERES, tome VI, 1953. 
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parte a pierderii de tensiun 
care ; pentru eforturi inițial 
in cea mai mare parte în p 


e are loc în tim 


e mari, pierd 


rimele ore astfel încât la sfîrșitul perioa 


130 — 


Încărcare Initial 4 dnr 7 
vi 79 dn T, ' 
1285 dl E j / y 

R Za 3 4 


= 7. za 

~F Ea temperatura de incercare 

120 —— = bă 
0) E) E S aa = 


dă 


i E | 
l0 100 i000 10009 Imilion 
EDIT E AR /00000 (=115 anr) 


Fig. 9.38 


de încercare A 
de P Nerea ra ore in reprezentarea grafică s-a trecut de punctul 
Mennan b p oea se apropie de porțiunea ei finală a a 
produs de preptetea, rar temperaturii are un efect similar patul 
= ` eto Sa tăi 1 D k- 5 

mele prezentate în fi a - După cum se vede din diapra_ 
turi E ran ze în fig. 9.38, curbele de relaxare la diferite t sa 
același oţel (trefilat şi revenit) tind să ajungă 1 y ieri 

a aceeași 
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pul celor 1 000 ore de încer- 
erea de tensiune se produ 


valoare finală a pierderii de tensiune. Aceasta dă posibilitatea să se 
obțină prin extrapolare pentru durate mari, rezultatele obţinute prin 
încercări pe termen scurt (1 000 ore), la eforturi unitare moderate 
și la temperatura camerei; făcînd încercări la temperaturi relativ 
ridicate (100°C sau 150°C) sub același efort inițial și trasînd diagrama 
corespunzătoare, se obțin valori ale pierderii de tensiune apropiate 
de cele finale. 


Un procedeu interesant îl constituie şi trasarea diagramei de 
relaxare în același grafic cu diagrama caracteristică (fig. 9.39) ; unei 
abscise (lungirea specifică) i se asociază două puncte: primul este 
situat pe diagrama caracteristică (determinată prin încercarea statică 
de întindere), al doilea are ca ordonată valoarea efortului unitar rămas 
după relaxare sub un efort unitar egal cu ordonata primului punct. 
Diferența  ordonatelor reprezintă pierderea de tensiune datorită 
relaxării pe perioada experimentării. 

Rezultatele înscrise în diagramele obținute încercînd timp de 
1 000 ore fire trefilate şi revenite pentru diferite temperaturi, eviden- 
țiază concluziile trase anterior. Pentru eforturi unitare mici la tempe- 
ratura camerei, pierderile de tensiune sînt scăzute; ele cresc cînd 
temperatura se apropie de 100*C însă diagramele pentru temperaturi 
peste 100°C (de exemplu 150°C) sînt apropiate de cea de 100°C. 
De asemenea, se remarcă creşterea pierderilor de tensiune o dată cu 
creşterea deformației specifice impuse. 

Interesant este faptul că diagramele de relaxare pentru diferite 
temperaturi converg cînd efortul inițial de întindere este de ordinul 
0,80,. Extrapolînd rezultatele pentru o durată de relaxare de 1 milion 
ore (circa 114 ani) se obțin curbe asemănătoare din care rezultă că 
creşterea temperaturii peste 35°C are un efect suplimentar redus 
asupra pierderii de tensiune. 

Menționăm că o diagramă de relaxare a eforturilor este valabilă 
numai pentru oţelul pentru care a fost determinată. Comportarea 
la fluaj şi relaxare se datorește în ultima analiză modificărilor struc- 
turale ; oțelurilor trefilate şi revenite li se ridică prin aceste procese 
limita de curgere; atît fluajul cît și relaxarea sînt reduse cît timp 
efortul unitar se găseşte sub limita de elasticitate. La eforturi uni- 
tare inițiale mari, se produce în prima etapă o deecruisare urmată 
de o reecruisare după trecerea unui timp în care s-au produs defor- 
maţiile plastice corespunzătoare. 


Asemănarea dintre comportarea la relaxare și la fluaj şi expli- 
carea acestor fenomene pe baza formării de deformaţii ireversibile 
dă posibilitatea prezicerii comportării la relaxare folosind rezultatele 
obținute la încercările de fluaj. 
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Efortul unitar , in kgf fcm 


Încărcare mitială, % din 9, 
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DIAGRAMĂ EFORTURI- 


DEFORMATII 


IS 
Alungirea, in “4 


Fig. 9.39 


b Căderea detensiune După mil 
SOUN á gupa ] mion ore. rasola 
Temperatura de încercare ia Gü PA 


o 


Să presupunem trasate pentru același material, (fig. 9.40) curbele 


de fluaj pentru diferite eforturi unitare oo > 01 > 92 > 93 diferite 


între ele cu aceeași valoare Ac 


Op = pg —Aa; O= Ga = Ag ete. 


Deformația de fluaj ireversi- 
bilă notată e, o împărțim în ele- 
mente Af egale şi ducem liniile 
de ordine corespunzătoare: in- 
tervalul Af este definit ca Af = 

-= (Ao/E). 

Curba de relaxare a mate- 
rialului supus unei deformații 
impuse €o se trasează prin punc- 
te. În momentul inițial, efortul 
unitar este op = Ese O bară 
solicitată însă de efortul oo ca- 
pătă după timpul ż o deforma- 
tie de fluaj ireversibilă egală cu 
Af; această deformație perma- 
nentă are ca efect scăderea efor- 
tului unitar cu Ac; efortul uni- 
tar în bară va fi deci ce — 
_ Ag = oj curba de fluaj va 
fi în continuare cea pentru efor- 
tul cı; construcția grafică este 
evidentă. 

Se vede uşor că pentru con- 
strucția grafică din fig. 9.40 este 
necesară trasarea curbelor de fluaj pentru diferite valori ale efortului 
unitar pe bază de încercări. O construcție aproximativă a curbelor 

de fluaj pentru diferite valori ale efortului unitar se poate face pe 
cale grafică folosind rezultatele încercărilor pentru o singură valoare 
a efortului unitar, precum și rezultatele încercărilor statice. Această 


construcție se bazează pe observația notată mai înainte cu privire 


la omotetia curbelor de fluaj. Pentru aceeaşi durată a încercării la 
fluaj (100 ore de exemplu) curbele de fluaj ale aceluiași material 


Fig. 9.40 


€ 
=e — const. 
Ep 
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în care cu e, s-a notat deformația datorită fluajului, iar cu €p deforma- 
ția remanentă din diagrama caracteristică a materialului (de obicei 
măsurată la 2 min după aplicarea forţei). Trasate grafic, se obțin 
curbele de fluaj necesare construcției“ curbei de relaxare. 


9.10. COMPORTAREA CONSTRUCȚIILOR ALCĂTUITE DIN MATERIALE CU 
PROPRIETĂȚI VÎSCO-ELASTICE 


9.10.1. Analogia comportării elastice și visco-elastice 


Între eforturile care iau naștere în corpuri alcătuite din materiale 
elastice şi cele care iau naștere în materiale vîsco-elastice, există o 
analogie în cazul cînd ele sînt supuse unei stări de distorsiune. (Demon- 
strația aparține lui T. Alfrey). Analogia dintre comportarea elastică 
și cea visco-elastică constă în faptul că repartiția eforturilor unitare 
rezultînd dintr-o stare de distorsiune într-un corp alcătuit dintr-un 
material vîsco-elastic este identică cu cea care ia naștere într-un mate- 
rial elastic supus acelorași forțe exterioare. 

O primă concluzie care se poate trage de aici, este că distribuția 
eforturilor în sistemele static nedeterminate, alcătuite din materiale 
cu proprietăţi vîsco-elastice, este aceeaşi ca la cele alcătuite din mate- 
riale elastice, evident cu condiția ca deformaţiile să fie neglijabile în 
raport cu dimensiunile sistemelor. Înseamnă deci că şi reacțiunile 
sistemelor exterior static nedeterminate vor fi aceleași. Păstrînd 
ipoteza secțiunilor plane, înseamnă că distribuția eforturilor unitare 
într-o secțiune la materialele vîsco-elastice va fi aceeași ca la mate- 
rialele elastice. 

Analogia comportării elastice şi vîsco-elastice a fost verificată 
experimental de către Ross, care a folosit în acest scop bare alcă- 
tuite din rășini fenolice. Avantajul experimental al acestor rășini 
constă în faptul că au o diagramă de deformare în timp analogă celei 
a betonului, obținută într-un timp de 50 de ori mai scurt (fig. 9.41, a). 

Încărcînd o grindă continuă confecționată dintr-o asemenea răşină 
ienolică ca în fig. 9.41, b şi menținînd constantă încărcarea timp 
de 240 zile (echivalent unei durate de 33 ani pentru beton), reacţiunea 
Vp măsurată s-a menținut permanent constantă cu valoarea inițială 
deși deformaţiile vîsco-elastice au crescut permanent. 


* Metoda este descrisă în: F. Dumas „Résistance et sécurité du beton precontraint”. 
Travaux, Oct. 1960, p. 623. 
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Fig. 9.41 
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DAA > i Sica Me, 
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ae ; stantate visen-elastice 
9.10.2. Îneovoierea grinzilor alcătuite din materiale visco elastic 


i constantă icitată la 
indă ă”de secțiune constantă solicitată la 
Presupunem o grindă dreaptă” de secți cete a 
încovoiere de forțe cuprinse într-un plan intersec e Fei ora a i 
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o axă principală de inerție (fig. | r al paa 
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asemânător problemei încovoierii grinzilor drepte în stadiul plastic 


cu singura deosebire că deformaţiile — lungiri specifice sau săgeți — 
sint considerate alcătuite din două părţi: o parte elastică (e' şi v’) 
ȘI o parte remanentă (e şi v”). Se notează deci: 


e= 4e”; v=v +”, 


Ținînd seama de geometria grinzii deformate, 1 


1 ° a fel ca la grinzile 
elastice, se poate scrie: j 


r 02w' o. 92” 2 
e =A a AS i y E La 
x E Ox? Ox 
e 02y' o d 02” 
e = — y- = i E" a a EE 
"ðe E’ Tia a DU 
(8 pdl ir 92 SN a; A 
e FE =a zle t j: T, = —. 
4 E Ty E 


Din condițiile de echivalență a efortului din secțiune rezultă : 


fá r 


| oyda =M; |o dA = M ; prin definiție I — | yaa. 


Făcînd in aceste expresii înlocuirile și ținînd seamă că derivata 
momentului încovoietor este forța tăietoare T, se poate scrie: 


sel e Z=- ae (9.102) 

EI = =— M — = (9.103) 

EI sd = — = (ir $ z] ip pete SF 3 (9.104) 
K 5 = (t+ x] BAr (9.105) 


Pornind de la ecuația de stare (9.101 
forma : 


) care poate fi scrisă sub 
€ + >=e (9.106) 
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şi aplicînd soluția generală (9.3) se poate scrie: 
t 


t 
: i fe 4 
aa [0 -+ fe] = e — L i di (9.107) 


7 


în care e' = e'(t), e = e(t), iar e(0) este deformația inițială totală 
(la t = 0). Dacă iniţial nu există o deformaţie permanentă s”, atunci 
deformația inițială este egală cu cea elastică. 

În mod asemănător poate fi determinată şi expresia momentului 
încovoietor pornind de la ecuația diferenţială (9.103) care apoi este 
egalată cu (9.102) 


LA. i 
W e 27 Gul é =d A; arl E n iată (9.108) 
i di Oa Ty at J E Oa? 
o 
Integrînd această expresie se obține : 
t 
TEs ae 
v=’ 4 pet dt = — 1 [fa] M dx + Cx + Ca]: 
Ty EI 
0 


Valorile constantelor C, şi Ca se determină din condițiile inițiale ; 
ele sînt dependente de timp. n ăi | 
Deformaţia permanentă v” se determină imediat 


t 
m i t 
v =v — v = 4 a} ver dt. (9.109) 
j 0 
Derivînd în raport cu timpul se obține: 
“rr v 
w =- 
precum şi 
t 
9 = 940) + A | v’ dt. (9.110) 


0 


Ecuația diferențială fundamentală (9.103) prezintă două cazuri 
particulare : 
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grinda pur elastică 


El = di; (9.111) 
grinda pur vîscoasă 
AI z =y (9.112) 


din care rezultă un aspect particular al analogiei vîsco-elastice amin- 
tite în paragraful precedent, și anume că o grindă vîscoasă sub o 
sarcină permanentă p independentă de timp se deformează cu o 


viteză v care este proporțională cu săgeata v a unei grinzi alcătuite 
dintr-un material perfect elastic avînd aceleași dimensiuni şi aceleași 
condiții de rezemare. 


Dacă bara începe să se deformeze de la poziţia iniţială încărcată, 
săgeata v poate fi determinată pornind de la una din următoarele 
expresii : 


t 
| M dt sau EI” =ý + 1(5 dr. 
£ at Ty 


s (9.113) 


DALEN EA 


0x? z 


Presupunem că grinda este menținută deformată şi după îndepăr- 
tarea forțelor; îi sînt deci impuse unele deformații. În acest caz, 


v = 0 şi din ecuația (9.103) rezultă : 


t 
MM + M = 0 sau M = Me Bp (9.114) 


În cazul deformației impuse, momentul încovoietor şi în consecință 
eforturile unitare normale scad tinzînd către 0; după trecerea unui 
timp suficient de lung, grinda rămîne deformată chiar dacă sînt înde- 
părtate legăturile care mențineau deformația impusă ; a apărut rela- 
xarea care a transformat deformația elastică într-o deformaţie per- 
manentă. 


Pentru a exemplifica, examinăm cazul unei grinzi încastrate alcă- 
tuite dintr-un material vîsco-elastic încărcată cu o forță concentrată, 
de intensitate variabilă P = P(t) la capăt * (fig. 9.43). 


* După A. Nădai: „Theory of Flow and Fracture of Solids”. 
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a ii PONE an 
Momentul încovoietor într-o secțiune este M = Px 


90 ai La [2 ET =] 7 


3x? — ðxzðt EI 


i 
După integrarea (de două ori în 
aport cu x şi o dată cu 1) în care s-a 
> ; = ai 
resupus că la t=0, P= 0 şi 


0 
~ 
| É 


i f x3 g y 
PA — Pdăt|— + pa + pă 
T 6EI 
\ r 
0 
în care q, Și e, sînt două funcții ar- 
bitrare de ż. 
Pentru a simplifica se notează: 


Fig. 9.43 


sg: 


P* == P -| LA | P dt. 


Din condiţiile de deformare rezultă : 


sa Și pei Cid 


x=0; v=f=p şi > | E 
pr aA pa 
aiai di SEI? MT T e 


Se regăsesc aceleaşi expresii ca în domeniul elastic cu deosebire 
că locul forței P permanente este luat de P*. 
Ecuația fibrei medii deformate este : 


v = FE) = (Z — + 1) = +0) 


în care deformația totală a grinzii s-a despărțit în două părți : elastică 
şi vîscoasă 
PR 
t as FP = 
v =f'F(a), å z 
i 
PP ( 
tt tt 4 yue P dt. 
== A == 
k PE, f BEI | 
0 
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În cazul că forța este constantă, deformația permanentă f” creşte 
proporțional cu timpul de încărcare. 


Dacă intensitatea forței P creşte proporțional cu timpul 


ZI ma Ea 


deformaţiile vor fi 


Detormaţia elastică urmărește creșterea forței ; deformația perma- 


mentă creşte parabolic; după trecerea unui interval de timp egal 
cu fo rezultă: 


27 PR 
P= Po; fat =E. 
to 3EI 


9.10.3. Încovoierea grinzilor statie nedeterminate 


Presupunem o grindă static nedeterminată pe două deschideri 
egale, încărcată cu două forțe concentrate, alcătuită dintr-un material 
relaxabil a cărui ecuaţie de stare în cazul unei stări de tensiune uni- 
formă, conform relaţiei (9.16) este: 


5 


. (e 
e = +—. 
A 
Pentru a formula ecuația fibrei medii deformate în cazul grinzii 


încovoiate, facem o analogie între legea lui Hooke şi ecuația fibrei 
medii deformate pentru un corp perfect elastic: 


c,  02w M 
p =: 


2 Gu EI 


Termenii corespunzători în cele două expresii sînt : 
efortul unitar o — momentul încovoietor redus. 
— lungirea specifică e — curbura 2; 
x 
— modulul de elasticitate E — modulul de elasticitate E. 
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i i din ex ia (9.16 
Extinzînd analogia asupra celorlalți termeni din expresia ( ) 


9 TOUN. 
A ; i = Ad nde — |—|; 
vitezei de deformare e îi va corespu ôt a 


. TAR”: Ga J Da 
vitezei de încărcare o 1 va corespund 7 Tai 
ŞI i > NUI orpuri relaxabile 
icuația diferențială a fibrei deformate pentru corpuri re 
4 |? 
a deveni : 


O ! 02 M 1 ƏM 
E fa a BI O 


are ordonată poate fi scrisă sub forma: 


M EM+EIÎ |Z) =0. 
+ ai sală i 
A ET 
i i care t, = — astfel încît 
În această expresie apare timpul de relaxare t, = 
ecuaţia se va scrie sub forma: 
SERE EA facă RE 9.115) 
M E E | Jeso ( 
ot Ty ot (0x 


i i tip e uaţia dată în expresia 
Această ecuație este de acelaşi tip cu ecuația da 
(9.10), astfel, încît soluția ei va Hg 


t i 


t 
i z, 2 [9% 9.116) 
Ty / EF ea dt |. ( 

M =g M o + EI | a ðt p 


L 
Un caz particular este cel al unei deformapii apr, fie EREI TI 
prin tasarea reazemelor marginale. În per sta i iii la 
mentare ; dacă în cazul reazemelor de acelaşi ia ne A ma 
tului încovoietor avea ca linie de referință dreapta g: 9, 


p P 


I- Diagrama M pentr! 
reazeme netasabi!e 


I - Diagrama M pentr 
(asărea reazemelor 
laterale. 


j 
Ul 


ERT 
q 
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reazemelor marginale (echivalentă cu ridicarea reazemului central) 
are ca efect introducerea unui moment M o; care coboară linia de 
referință în diagrama momentelor încovoietoare pe linia frîntă II; 
ca urmare, momentele pozitive scad, în timp ce momentele negative 
cresc (în valoare absolută). La grinzile alcătuite din materiale perfect 
elastice, noua diagramă de momente se păstrează indefinit. 

In cazul grinzii alcătuite dintr-un material relaxabil, este valabilă 
ecuația (9.116) în care integrala se anulează, deoarece datorită defor- 
mației impuse prin tratare, curbura nu mai variază în timp: 


Momentul încovoietor are ca expresie : 


t 


M = Mee ?. 


Din această expresie rezultă că eforturile suplimentare, apărute 
ca urmare a tasării reazemelor, se reduc cu timpul, tinzînd către anula- 
rea lor totală. Înseamnă că, în cazul tasării reazemelor, la materialele 
relaxabile trecerea timpului favorizează construcția prin reducerea 
eforturilor suplimentare. 


9.10.4. incovoierea barelor comprimate excentrice 


Presupunem o bară cu o curbură inițială mică, 
alcătuită dintr-un material relaxabil (fig. 9.45) su- 
pusă acțiunii unei forțe de compresiune P. Notăm 
cu y; ordonatele axei barei. Pe măsura trecerii timpului, 
curbura barei se va mări; ordonatele axei deformate 
(măsurate de la axa inițială) le notăm cu y. Momen- 
tul încovoietor într-o secțiune va avea valoarea : 


i PRI ] 
M = Pli F): 

În această expresie, y; reprezintă deformația ini- 
țială elastică la timpul f = 0, iar y creșterea defor- 
mației în timp, ca urmare a viscozității materialului. 

In acest caz ecuația (9.115) se va scrie sub forma : 


A D 2y 
P Oy -+ P (Y; = y) + EI 2 = = 0, 
Iig. 9.45 ðt i ý ot \0x? 
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P : ; 
Notînd p? = Er ecuația devine 


orz]. (9.117) 
ôt 2) T i | ðt Tr Ty 

Ecuația fără partea dreaptă are ca soluție produsul a două funcții 
X(x) și T(t), în care X este numai funcție de x, iar T numai funcţie 
de 1. Efectuînd operaţiile indicate de ecuația (9.117) (fără partea 
dreaptă), se obțin expresiile : 


ră ) [029 OX ƏT., 0y__ OT. y XT 
y= X (i) TO; — | 2 = i X AE 


ðt (ð x? 02 ðt’ ot ðt’ Tr Tr 


care, înlocuite în ecuația (9.117) (fără partea dreaptă) dau: 


Pe Ele MRI La i AP 
Ox? Ot ot Tr 
sau împărțind cu XT: 
e al d 2?) ant (9.118) 
T OLX 022 ) Tr 


Termenul din dreapta este constant: ecuația (9.118) poate fi satis- 
făcută dacă fiecare factor al produsului este constant. Această condiție 
este satisfăcută în cazul cînd : 

at 


T = e" şi X = Acosax + Bsin ax. 
Soluţia generală a ecuaţiei (9.118) se obține sub forma unei serii: 


co t 


y = XE, Pia (4, COS A, X + B, sin An x). (9.119) 


n=l 


Parametrii a, şi 4, nu sînt independenți, ci legați prin relația 
(9.118), din care se obține: 


de unde rezultă relația : 
Ps 3 (9.120) 
a, = p? 
Determinarea constantelor A, şi B, se obține din condițiile în 
care se produce deformarea. Pentru x = 0 şi x = l independent de 
timp y = 0: 


c 
99 Probleme moderne ale rezistenţei materialelor 351 
da 


Pentru x = 0 şi y = 0, rezultă că toţi termenii A, sînt nuli A, =0. 
Pentru x=} şi y = 0, rezultă: a, =": 


n 


7 
Soluția ecuației omogene (fără partea dreaptă) este deci: 


co t 


xn- ntx 

y(x, =}; e *B, sin 22. (9.121) 

n=l 
Valoarea parametrului «, se obține din relația (9.120): 

P P 

z EI EI ] : 

a, = 2 =— = =- - (9.122) 
a? — p? n? n? P Pfl,n P Pfin i 
la EI EI EI p 


În această expresie s-a notat cu Pj;„ sarcina critică de flambaj 
în domeniul elastic : 


12 


Dacă ecuația fibrei medii deformate în momentul + = 0 (în absența 
forței) este de forma : 
w 
. NITA 194 
via) = 2 yasin =E. (9.123) 
n=l L 
Deformația totală y, = y; + y poate fi determinată în orice punct, 
înmulțind ordonata inițială cu un factor de multiplicare. Shanley* 
arată că acest factor este : 


Rezultă deci că: 


ya = y (x, 0) = $) —— sin ™. (9.124) 
i d n=l 1 P l 
j Pfi,n 
Această ecuație trebuie să coincidă cu ecuația (9.121). Identifi- 
cînd termenii, rezultă (pentru ¿ = 0) că: 


ag EE E o. A 


* Strength of Materials p. 567. 
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Ecuația axei deformate este deci funcție de timp şi are expresia : 


t 


œ an — 
E x s 
y= e 7—1 sin (9.125) 

ii n=l P l 
Prin 
în care: 
A 1 
A= 
Prin E 
P 


Din cauza termenului prim, care este exponențial, seria este rapid 
convergentă. Luînd numai primul termen al seriei, rezultă că flambajul 
poate apărea înainte de încărcarea barei cu 
Pe, = Pan. Distrugerea nu se produce, că 
riguros vorbind, din cauza pierderii stabili- 40 kg/m 
tății barei, ci din cauza creșterii defor- 140 
maţiilor în timp. Încercările făcute de 
Ross pe bare de rășini fenolice cu un coefi- 
cient de subțirime 1, = 75 au dat rezulta- 
tele din diagrama reprezentată în fig. 9.46. 
După 30 ore de la încărcare (echivalenta 720 
circa 60 zile la betoane), flambajul s-a 


A v 2e . =0/ 1 pra 
produs pentru încărcări cu circa 25% 105 Al 
mai mici decît cele care produceau 0 PD 2 3 
flambajul instantaneu. Fig. 9.46 


9. 10.5. Comportarea arcelor pleoştite cu încăreare mare 


Să presupunem (fig. 9.47) un arc dublu articulat. Într-o secțiune 
oarecare momentul încovoietor este: M = Mo — Hy, în care cu Mo 
s-a notat momentul încovoietor al grinzii simplu rezemate de aceeași 
deschidere, încărcată cu 
aceeaşi sarcină în secțiunea 
situată la aceeași distanță 
de reazeme (măsurată pe 
orizontală) ca și arcul, iar 
cu H împingerea arcului. 

La arcele foarte ple- 
oștite, deformația nu mai 
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poate fi neglijată în raport cu ordonata y a arcului. Momentul 
încovoietor va avea valoarea: 


M = M° — H(y — 3) = M° — Hy + H3. 


După cum se vede, principiul suprapunerii efectelor nu mai este 
valabil. Ținînd seamă de faptul că la arcele pleoștite curbura este 
mică, folosim ecuația diferențială a fibrei medii deformate a grinzii 
drepte : 


d23 M __ M'—Hy Hè 


da? ET; ET; El; 


în care cu J, s-a notat momentul de inerție al arcului la cheie. Notînd 


5 H : sa $ 
= — , ecuația diferențială se scrie sub forma: 
EI 


Sig 


DI 34 + B[%) SE, îi z z[2] (9.126) 
ay“ 


` 


y > a % š A 
în care prin polinomul X (*) s-a exprimat momentul încovoietor 
Me — Hy 
EI, 


Soluţia ecuaţiei diferențiale (9.126) este: 
d = C, cos cx + Casin cx + F(x) 
în care F(x) este un polinom de același ordin cu ziS} 


Momentul încovoietor va avea valoarea : 


M d25 2 IC - 
— = —— = 2 (C; cos cx + Ca sin cx) — 
EI, dz? 


d?F (x) 


dx? 


= P327 


Pe această bază se pot determina momentele încovoietoare la 
arcele pleoștite alcătuite din materiale elastice. Ia aceste arce se 
determină așa-numita caracteristică a arcului prin produsul cl care 
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sintetizează subțirimea şi încărcarea lui, așa cum rezultă din expresia 
următoare : 


fa 
TENA apir l — A — 
cl = l Eei — $ A = — So = Afi A = eo 
Elz i E i E E 


în care cu o, s-a notat efortul unitar produs în secțiunea de la cheia 
de împingere H, socotită că acționează centric. 
Luînd în considerare cele arătate, în tabelul care urmează se vede 
cum variază momentul încovoietor la sfertul unui arc parabolic cu 
RAE e de ol aa x x TA Jna 
pleoştirea — = — , încărcat cu o sarcină moartă g şi cu o sarcină 
j i 9 


utilă p pe jumătate din deschidere. 


cl = 2 | 0,021 | 0,023 | 0,028 pie 


eos | 0,033 | 0,038 | 0,045 pP 


În cazul materialelor relaxabile, deformația va creşte cu timpul ; 
calculul se poate face ca pentru arcele alcătuite din materiale elastice, 
determinîndu-se eforturile după un anumit timp de existență a 
arcului. În acest caz, în locul modulului de elasticitate, se ia valoarea 
modulului de elasticitate aparent, determinat la pct. 9.2.6 (sub numele 
de modul de elasticitate instantaneu), şi anume: 


EE 


t 
1 + — 


F 


În acest caz, se pot folosi rezultatele pentru un arc alcătuit dintr-un 
material elastic, avînd caracteristica : 


"m eo]! aa (9.128) 


7 


Se menționează că pentru deformația viscoasă este importantă 
în primul rînd încărcarea permanentă a construcției. 
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10 


METODE STATISTICE ÎN MECANICA CONSTRUCȚIILOR 


10.1. INTRODUCERE 


Comportarea construcțiilor supuse la sarcini statice sau dinamice 
depinde de un şir de parametri întîmplători. Acești parametri pot 
fi grupați în trei categorii generale, și anume: 

1) Parametri reflectînd caracteristicile geometrice, de formă, ale 
elementelor construcției. 

2) Parametri reflectînd proprietățile fizico-mecanice ale materia- 
lelor din care sînt executate elementele construcției. 

3) Parametri reflectînd solicitările, încărcările construcției. 

Primele două categorii ilustrează „corpul“, iar cea de a treia 
„solicitarea“. Întreaga disciplină a Mecanicii construcțiilor urmăreşte 
raporturile dintre aceste categorii şi legile lor. 

În prima şi cea de a doua categorie, factorii întîmplători care 
influențează parametrii sînt abaterile de la forma geometrică consi- 
derată în calcul și abaterile de la caracteristicile fizico-mecanice ale 
materialelor admise în calcul. În cea de a treia grupă, factorii întîm- 
plători îi constituie: nerealizarea încărcărilor admise în calcul (de 
obicei depășiri) și în general toate influențele „exterioare“ care nu 
au fost prinse în calcul, dar care acționează construcția în exploatare 
(inexactități de execuție și montaj, variații în timp ale unor defor- 
mații sau tensiuni interioare etc.). 

Din experiența acumulată prin observarea acestor parametri 
întîmplători s-a ajuns la concluzia că anumite aspecte cantitative ale 
lor pot fi corelate cu unele frecvențe ale observării acestor valori. 
Astfel, abaterile de la valorile admise pentru caracteristicile fizico- 
mecanice ale materialelor de construcție oscilează în jurul unei valori 
medii caracteristice cu anumite frecvențe. Şi sarcinilor la care sînt 
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supuse construcțiile li se pot asocia anumite frecvențe de apariție a 
intensităților lor sau a altor parametri întîmplători legaţi de ele. 

Toate aceste constatări au făcut posibilă o fundamentare nouă 
a principiilor de calcul în Mecanica construcțiilor plecînd de la teoria 
statisticii matematice. 

Aplicarea metodelor statistice în mecanica construcțiilor este strîns 
legată şi de concepţia despre siguranța unei construcții. 

In concepția clasică siguranța construcției este pusă în evidență 
de coeficientul de siguranță, determinat prin compararea în diferite 
elemente ale construcției a tensiunilor determinate prin calcul şi 
a celor considerate limită. Dar acest fel de a rezolva problema nu dă 
o imagine clară asupra siguranței ansamblului şi nu dă un răspuns 
la întrebarea : în tot timpul cît va dura exploatarea, construcția va 
suporta în bune condiții încărcările? La aplicarea metodelor statis- 
tice determinarea deformaţiilor și a tensiunilor nu constitue pentru 
calcul decît o fază, necesară numai în măsura în care deformaţiile 
și tensiunile pot da o măsură a siguranței ansamblului. j 

Statistica matematică şi teoria probabilității se pot aplica la două 
grupe de probleme ale mecanicii construcțiilor, care pot fi formulate 
astfel : 

1) Se dau solicitările exterioare (statice, dinamice) şi parametrii 
de formă şi fizico-mecanici ai elementelor construcției. Se cere a deter- 
mina legea de distribuție a unor parametri care să ilustreze probabili- 
tatea de producere a unei anumite stări a construcției precum : fisu- 
rare, deformaţii permanente, distrugere, după o anumită perioadă 
de exploatare; sau probabilitatea de a avea o anumită perioadă de 
exploatare sigură a construcției. Se mai poate pune problema de a 
stabili curbele de distribuție a unor parametri, cum sînt toleranțele 
de execuție sau limitele de încărcare, pentru a avea o siguranță dată. 

2) Se dau rezultatele încercărilor de laborator ale materialelor 
şi rezultatele unui șir de observaţii privind încărcările produse de 
sarcini utile, accidentale, climatice etc. și se cere determinarea curbe- 
lor de distribuţie ale caracteristicilor materialelor şi ale încărcărilor 
critice pe baza interpretării şi prelucrării materialului experimental. 


x 3k 


Stabilirea de la început a măsurii siguranței pe care trebuie să o 
respecte o construcție în timpul exploatării este legată de o serie de 
elemente enumerate în continuare : 

— gradul de cunoaştere a comportării materialelor ; 

— aproximațiile introduse prin ipotezele şi metodele de calcul; 
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— aproximațiile în evaluarea încărcărilor ; 

— erorile de calcul posibile: mărimea și sensul lor; 

— defectele de execuție posibile ; 

— amploarea pagubelor produse de o eventuală distrugere. 

Toți acești factori au într-o măsură mai mare sau mai mică un 
caracter probabilistic, deci sînt susceptibili de a avea o curbă de distri- 
buţie. 

Pentru ultimul factor particularitățile specifice au o importanță 
majoră și se poate mai greu stabili un criteriu general. Astfel, dis- 
trugerea unui baraj amplasat în amonte de o aşezare omenească cons- 
tituie o catastrofă, în timp ce ruperea cablului unui funicular fores- 
tier capătă aspectul unui accident de exploatare. 


10.2. NOȚIUNI FUNDAMENTALE 


În cele ce urmează se recapitulează conceptele de bază pentru 
înțelegerea aspectelor probabiliste ale Mecanicii construcțiilor. 

Se numește eveniment rezultatul calitativ sau cantitativ al unei 
experiențe realizate în condiții perfect determinate. 

Un eveniment se numeşte cert dacă el este inevitabil într-un complex 
dat de condiții și mposibil dacă în aceleași condiții nu poate avea 
loc. Dacă un eveniment într-un complex dat de condiţii este posibil 
a apărea sau este posibil a nu apărea el va fi eveniment întîmplător 
sau aleatoriu. 

Constatarea că un eveniment este întîmplător are importanţă. 
De exemplu, limita de curgere a unui oțel se poate găsi prin încercare 
fie îr intervalul 2 200 kgf/cm? < c, < 2 600 kgf/em?, fie în intervalul 
3 600 kgf/cm? < o, < 4000 kgf/em?. Rezultatele acestor determi- 
nări constituie evenimente întîmplătoare dar este evident că pentru 
același oțel elaborat în condiții controlate, nu există posibilitatea 
ca limita sa de curgere să apară, în urma încercării epruvetelor, tot 
atît de bine într-un interval sau altul. Măsura obiectiv matematică 
a unui eveniment întîmplător de a se produce se numește probabili- 
tatea evenimentului. 

Pentru a se putea aplica legile teoriei probabilităților este necesar 
ca evenimentul studiat să se observe în aceleași condiții, de un mare 
număr de ori, adică să aibă „caracter de masă“. 

Fie n, numărul de experimente în care își face apariția evenimen- 
tul A, iar n numărul total de cazuri (experimentate) observate. 


n . . - v 
Raportul f, = -4 se numeşte frecvența evenimentului A. Dacă 
n 
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se măreşte numărul total de cazuri observate se constată că valoarea 


n 
raportului -4 , adică frecvența, tinde către o oarecare valoare cons- 
n 


tantă, în jurul căreia oscilează cu o amplitudine cu atît mai mică cu 
cît numărul de experimente este mai mare. 

Privind lucrurile în acest mod, la un mare număr de observații 
sau de probe ale evenimentului, frecvențele apar ca valori experimen- 
tale ale măsurii posibilității de a se produce evenimentul şi în alte 
probe, deci o măsură a probabilității de apariție a sa. 

Pornind de la strînsa legătură dintre frecvență şi probabilitate 
von Mises a dat următoarea formulare pentru probabilitatea unui 
eveniment. 


p = lim fi 


no 
A 
Dr care. 


p este probabilitatea evenimentului ; 

fa — frecvența observată într-un număr n de probe, formulare 
care are meritul de a prezenta mai mult aspectul calitativ al proble- 
mei căci în general exprimarea funcției f,, care ar conduce la aplicări 
practice este extrem de dificilă. 


Probabilitatea evenimentului A se notează prin P(A). Observînd 
că numărul n, al observaţiilor (experimentelor) în care se observă 
evenimentul A se găsește cuprins între: 


OL npn 
n 3 bs a m 
ajungem la concluzia că probabilitatea 4 = P(A) va fi cuprinsă 
n 
între : 
De PA) E 


limita inferioară corespunde imposibilității, iar cea superioară certi- 
tudinii. 

Să examinăm două evenimente incompatibile A şi B adică eveni- 
mente care nu pot apărea simultan în rezultatul unui experiment, 
adică fie că se produce evenimentul A, fie evenimentul B. Dacă la 
repetarea experimentului de n ori, evenimentul A se prezintă de n, 
ori, iar evenimentul B de ng ori, atunci frecvența evenimentului 
(A + B), adică a aceluia în care apare fie A, fie B, va fi: 

n, +n n n 


Pa (10.1) 


n n n 
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tținînd seama de definiția probabilității s-a ajuns la teorema însumării 
probabilităților : 


P(A + B) = P(A) + P(B). (10.2) 


Această teoremă se poate ușor generaliza pentru un număr oare- 
care de evenimente. 

Să examinăm acum două evenimente A și B, din care evenimentul 
A se poate realiza numai dacă evenimentul B a avut loc. Fie n4g 
numărul apariţiilor simultane a evenimentelor A și B; atunci, față 
de cele enunțate: ngg = n, (de cîte ori apar A și B ca evenimente, 
apare și A). Rezultă: 


"AB "A TB (10.3) 


şi de aici concluzia că: 
P(AB) = P(A4/B)-P(B) 


în care: 

P(AB) este probabilitatea apariţiei simultane a evenimentelor 
Aa SI lau H 

P(A|B) — probabilitatea apariției evenimentului A, în condiția 
apariției evenimentului B (probabilitate condiționată). 

Formula stabilită se numeşte formula probabilității totale. 

Dacă evenimentele A şi B sînt independente, adică dacă apariția 
unuia din ele nu depinde de apariția celuilalt atunci P(4/B) = PA ṣi 
formula capătă aspectul : 


P(4B) = P(4)- P(B). 


Această formulă ilustrează teorema înmulțirii probabilităților eve- 
nimentelor independente : probabilitatea apariției simultane a două 
evenimente independente este egală cu produsul probabilităților 
lor. Formula se poate generaliza pentru cazul unui număr oarecare 
de evenimente independente : 


BA, Ag 4) e PUPAN 3. P(A,). (10.4) 


Dacă se cere să se determine probabilitatea de apariție de m ori 
a evenimentului A într-un număr n de probe, în care poate să apară 
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în oricare probă cu probabilitatea p, independent de numărul probei 
şi independent de rezultatul celorlalte probe, se demonstrează că ea 
este egală cu: 


Pr (4) = Cup” gp” (10.5) 
în care g este probabilitatea ca evenimentul să nu aibă loc, adică 


q = (1 — 5). 


10.3. MĂRIMI ALEATORII ȘI CARACTERISTICILE DISTRIBUȚIEI LOR 


Să presupunem că un eveniment aleatoriu constă în determinarea 
unei mărimi a cărei valoare este X: această determinare poate da ca 
rezultat valori diferite x, cuprinse în intervalul —oo < x < + oo. 
O astfel de mărime se numeşte aleatorie. Proprietățile probabilistice 
ale unei mărimi aleatorii X pot fi determinate cu ajutorul funcției 
de distribuție F(x) care dă mărimea probabilității de a găsi pentru 
evenimentul X o valoare anumită X < x 


Din această definiție a funcției F(x) rezultă că F(—oo) = 0, căci 
probabilitatea ca valoarea găsită în măsurare pentru mărimea X să 
fie mai mică decît x = —oo este nulă și F(o0) = 1, deoarece probabili- 
tatea ca valoarea găsită să se găsească sub x = +oo este o certitu- 
dine. 

Dacă mărimea aleatorie X poate lua numai valori discrete %4, 
Xa ,..., atunci distribuția se numeşte discretă și apare ca în fig. 10.1. 
Funcţia creşte în trepte. 

Ca exemplu de distribuție discretă poate fi luată distribuţia nu- 
merelor m ale apariţiei evenimentului într-un număr de n experimen- 
tări independente. Numărul m poate lua toate valorile întregi de la 0 
la n iar probabilitatea de a avea m apariţii se determină cu formula : 


r(A) = Cup”. (10.6) 


348 


De aici rezultă : 


O pentru xx 0 
Cmpmg”-m pentru Oxana 


Fig) = 
(4) l [pentru x > n. 
F(x) 
F(x) 
/ ies 
Să isa on pe d Ap aia | e e ei 
SE rome PE — g T g r 
Fig. 10.1 Fig. 10.2 


Această lege de distribuție se numeşte binominală. 

Dacă mărimea aleatorie X are o distribuție continuă (fig. 10.2), 
atunci derivata întîi a funcției distribuției probabilității există și 
poartă numele de densitate a probabilității p(x): 


pl) = 0. (10.7) 


Legătura dintre densitatea probabilității și probabilitate este dată 
de relația : 


pla) = lu Să Sat 4), (10.8) 
Ax—0 Ax 


Cu ajutorul funcției p(x) probabilitatea de a găsi mărimea X în 
intervalul infinit mic: x < X < x + dx poate fi pusă sub forma 


P(x <Ă < 3 + da) = p(x)da. 
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iar probabilitatea de a găsi aceeași mărime în intervalul finit 
X CĂ < xp devine: 


Xa 
Play că E a) 23 (poa 
Probabilitatea de a găsi mărimea X în întregul interval 


—oo X < + oo este egală evident cu unitatea (un eveniment cert). 
De aici se obține conditia de normare 


j pod = 1. (10.9) 


Dacă nu se face mențiune specială, probabilitatea se consideră 
continuă. 


10.3.1. Valori medii, momente, dispersti 


Să presupunem că în n experimentări mărimea aleatorie X a avut 
de n, ori valoarea x,, de n, ori valoarea x, și așa mai departe. Atunci 
valoarea medie aritmetică a acestei mărimi aleatorii va fi: 


m 
È tpn m 
w di k=l — RS Mh 
Teh a (10.10) 
n k=l n 


Să examinăm acum o funcție oarecare g(X) a unei mărimi aleatorii 
X. Pornind de la formula mediei aritmetice 


D glrp)ng m 


sX) = ( ela)pla)az. (10.11) 
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Valoarea medie 
+ o 


Rri | x"p(x)dx (10.12) 


— o 


se numește moment de ordinul n al mărimii aleatorii X. Momentul 
de ordinul doi constituie „,media pătratică“ : 


FR = | xp(x)dx. (10.13) 


Pătratul mediu al abaterii mărimii X, de la valoarea medie se 
numeşte dispersie şi se notează cu D(X): 


+o 


D =E — D | (x — Xp(x)dx] (10.14) 
Tinînd seama de formulele de mai înainte rezultă: 


D(X) = X? — (XP. (10.15) 


Valoarea pozitivă a rădăcinii pătrate a dispersiei se numeşte aba- 
tere medie pătratică sau standard 


a= APD). (10.16) 


Dispersia şi standardul sînt măsuri ale împrăştierii unei mărimi 
aleatorii în jurul valorii medii. 


19.3.2. Distribuţia normală 


Printre distribuțiile teoretice ale mărimilor aleatorii, de un interes 
deosebit este distribuția normală sau a lui Gauss 


p(x) = l_e 2% ; în care a este media. (10.17) 
o Van 


Făcînd schimbarea de variabilă: 
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se obține: 


| pod = ae | e 2 du. (10.18) 


Dar integrala din membrul doi este integrala lui Poisson 


+ 00 


| e 2 du = V 2 


—% 


de unde se vede că condiția de normare: 


este îndeplinită. 
Analog se poate demonstra că: 


+o 


| x p(xjdx = a | (x — a)? p(xjdx = œ. (10.19) 


E = 


Cu cît standardul c este mai mare, cu atît este mai mare şi aba- 
terea mărimii aleatorii față de valoarea medie. Dacă a = 0 atunci 
distribuția este simetrică (adică valorile pozitive și negative ale 
mărimii X au probabilități egale). Densitățile probabilității și funcțiile 
de distribuție calculate după legea lui Gauss sînt întabulate 


Cea de a doua expresie poartă numele de integrala erorilor sau 
funcția lui Gauss. 

Funcția distribuției se exprimă cu ajutorul integralei erorilor, 
astfel : 


= 1 ¥ = a) 
Fajen o| | (10.20) 
2 o 

Pentru probabilitatea ca mărimea aleatorie X să se găsească în 
intervalul xı < X < xə legea distribuției normate dă: 


o 


Pia EPELE dar ejn = j (10.21) 
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Fig. 10.3 


Folosind tabele este uşor de calculat că probabilitatea de a găsi 
abaterea de la valoarea medie după o distribuție normală mai mare 
decît de două ori standardul este egală cu 


1 — P(a — 20 < X < a + 20) = 1 — 26 (2,00) = 0,0456. 


Pentru a găsi abaterea ce depăşeşte de două sau de trei ori stan- 
dardul, se obţin analog valorile : 0,00270 şi 0,000064. 


10.4. APLICAȚII LA CALCULUL CONSTRUCȚIILOR 


În întreg procesul de concepere a unei construcții se urmăreşte 
ca aceasta, în exploatare, să nu fie nici măcar o singură dată într-o 
stare limită neadmisibilă. Aceasta înseamnă a obține o asigurare sau 
o garanție în exploatare. Dacă ne limităm la o singură stare limită, 
pentru exemplificare, şi anume aceea a capacității portante și dacă 
notăm cu S o măsură a solicitărilor exterioare, iar cu R o măsură 
a capacităţii de rezistență, atunci siguranța se poate exprima prin 
inegalitatea 


ARI ü 
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Dar S şi R fiind mărimi aleatorii nu se poate aplica formula cu 
valorile extreme absolute aşa cum este exprimată mai înainte, pentru 
că aceste valori nu se cunosc. Trebuie astfel studiate legile de distri- 
buţie ale parametrilor de care depind aceste două mărimi şi pusă 
condiția ca pentru un interval în curbele de distribuție corespunză- 
tor condiţiilor de exploatare să se realizeze condiția : 


SR 


cu o probabilitate cît mai aproape de unitate. 

Am stabilit astfel modul de interpretare probabilistic al proble- 
melor legate de siguranța construcţiilor, mod din care rezultă necesi- 
tatea cunoașterii curbelor de distribuție a două categorii mari de 
parametri : 

— ai proprietăţilor fizico-mecanice ale materialelor : 

— ai sarcinilor exterioare adică ai încărcărilor. 

Din punct de vedere statistic aceste mărimi aleatorii sînt indepen- 
dente. 

Menţionăm că în concepția clasică, siguranţa era exprimată prin 
condiția : 


R 
Spa < = 
e 


în care: 


5, este încărcarea de calcul a elementului (normată) ; 

R, — capacitatea portantă limită (normată) ; 

C — un coeficient ilustrînd o măsură a siguranței şi în care 
Sa R, şi C avînd valori perfect determinate nu pot avea decît carac- 


terul unor valori medii față de valorile reale care au caracter alea- 
toriu. 


10.4.1. Curbele “de repartiție a proprietăţilor fizieo-mecanice ale 
materialelor 


Se dau în continuare două curbe determinate prin încercări pentru 
două materiale de bază : oţelul de construcție marca OIL, 52 şi betonul 
marca B 250 (fig. 10.4 și 10.5). 

Ambele curbe au alura curbelor de distribuție normală. 

Adoptarea acestei legi de distribuţie ridică următoarele obiecţii : 

— distribuţia normală nu este limitată nici inferior, nici superior : 


— distribuţia normală se întinde şi în domeniul valorilor nega- 
tive. 
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4—1 04 


Din această cauză ramurile curbelor din zonele cu probabilități 
reduse se determină extrem de dificil ; într-adevăr frecvența cazurilor 
din extremele curbelor fiind foarte mică este necesar adesea n ria 
de probe care depăşeşte posibilitățile de atei si, i ye br 
propunem să trasăm cu o siguranță de 90% porțiunile de ă 


n 


n 
| 
| 
i | À | = 
d A 
it iti 


B 250 kof) cm 2 


0L 52 kgf) Smm? 


Fig. 10.4. Fig. 10.5 
corespunzătoare unor posibilități cuprinse între O şi 0,001 E vi 
valorile inferioare ale limitei de curgere din exemplul de a. pm aa, 
rezultă că va fi necesar să efectuăm un număr de probe de or 


lui 10°. 


10.4.2. Curbele de repartiție a încărcărilor 


Încărcările produse de greutatea „proprie sau de unele rara: 
utile se realizează cu o mare probabilitate, cu toate că în u cati 
analiză au și ele caracter aleatoriu. Cu totul altfel se prezintă a să 
accidentale: vînt, zăpadă, seisme. Faţă de curbele de distribuție 


ietăți izi i ialelor, aceste curbe pre- 
ale proprietăților fizico-mecanice ale materialelor, i i 


zintă unele deosebiri fundamentale (fig. 10.6 şi 10.7) 


so 
2 |N 
„LL 
0 10 30 100 150 hem 
Zipadi 
Vint 
Fig. 10.6 Pig. 107 


* După Bolotin. 
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— sînt asimetrice, ceea ce face imposibilă asimilarea lor cu curbe 
de distribuţie normală ; 

— depind de mărimea intervalului în care s-au făcut observaţiile. 

Observaţii le au arătat că deosebiri mari în curbele de distribuţie 
se observă mai ales în ceea ce privește încărcarea produsă de zăpadă 
o dată cu lărgirea intervalului de observare; valorile excepționale 
apar tocmai în intervalul lărgit. Avem în acest caz nu o simplă variabilă 
aleatorie, ci un proces aleatoriu funcție de timp. De o deosebită impor- 
tanță este observarea acestor procese aleatorii și stabilirea corelației 
dintre diverse astfel de procese, în scopul stabilirii cu justețe a ipoteze- 
lor de calcul. Într-adevăr, în ipotezele de calcul trebuie admise com- 
binaţii de încărcări care au o anumită probabilitate minimă de a se 
produce. Orice combinaţii defavorabile care au o probabilitate redusă 


de a se produce vor duce în final la sporuri de secțiuni și deci la solu- 
ţii neecono mice. l 


* * 


„Bazată pe elementele expuse mai înainte s-a clădit o teorie statis- 
tică a deformaţiei şi ruperii solidelor privite ca un ansamblu statistic 
cu un mare număr de elemente primare. În metale, cristalele consti- 
tuie aceste elemente, iar în beton granulele și interstițiile dintre ele 
Dacă proprietățile mecanice ale acestor elemente sînt privite ca varia- 
a cetati, aură proprietăţile întregului pot fi deduse din acestea 


— legile de distribuţie ale proprietăţilor mecanice ale elemente- 
lor primare ; | 

— legile care guvernează interacțiunile elementelor. 

4 Dificultăţile care rezultă însă, cînd se caută a clădi o teorie statis- 
tică practică, generală şi unică pentru procesele deformaţiilor plas- 
tice, ale curgerii lente și ale relaxării, ale ruperii fragile, sînt deosebit 
de mari. Într-adevăr, legile de interacțiune ale elementelor unui 
solid sînt de o mare complexitate şi greu de exprimat matematic în 
comparație cu cele care guvernează, de exemplu, interacțiunea mole- 
culelor gazelor. 

O a doua dificultate survine din faptul că teoria trebuie să descrie 
procese ireversibile cum este procesul deformaţiilor plastice şi al 
propagării fisurilor din oboseala materialului. Din cauza acestor 
dificultăți în prezent nu se poate vorbi de o teorie închegată. 


În ceea ce Priveşte ruperea fragilă, Weibull a propus, ca primă 


aproximaţie, să se admită că rezistența întregului corp depinde de 
capacitatea de a rezista a celui mai slab element primar. 'Totel pune 
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în evidență influența volumului corpului în cazul ruperii fragile şi 
stabileşte, ca și Frenkel și Kontorova, influența factorului de scară. 
După autorii citați ruperea fragilă este determinată de tensiunile 
locale unde se aglomerează cele mai grave defecte ale structurii ma- 
terialului. 

Apariția defectelor de structură, ca număr și gravitate, este un 
fenomen aleatoriu supunîndu-se unei anumite legi de distribuție. Cu 
cît corpul este mai mare, cu atît probabilitatea de a găsi puncte cu 
v aglomerare de defecte și deci cu slabă rezistență, este mai mare, 
antrenînd prin aceasta şi o ridicată probabilitate a întregului corp 
de a suferi o rupere fragilă. 


10.5. CONSIDERENTE STATISTICE ASUPRA COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ 


Coeficientul de siguranță în concepția clasică cea mai generală 


este raportul È dintre solicitarea limită pe care o poate suporta 
P 


o structură înainte de a surveni distrugerea și solicitarea efectiv supor- 
tată în exploatare. Cu toate că astfel exprimat coeficientul de sigu- 
ranță pare o noțiune simplă, clară, la o analiză mai profundă apar 
unele aspecte confuze, echivoce. Într-adevăr pentru o structură deter- 
minarea certă a valorii R nu se poate face decît direct, experimental, 
încărcînd-o progresiv, pînă se atinge distrugerea, căci pe altă cale 
decît cea directă, experimentală, o serie întreagă de parametri necuno- 
scuți nu pot fi prinşi în calcul: defecte ale materialelor, dimensiunile 
riguros cunoscute ale tuturor părților componente etc.; și aceasta, 
chiar dacă admitem că am dispune de o metodă de calcul care să poată 
îmbrăca natura şi comportarea structurii în studiu. Dacă în aceste 
condiții am cunoaște valoarea solicitării R s-ar putea determina, cuno- 
scînd şi valoarea solicitării P, coeficientul de siguranță real, într-un 
moment dat sub acțiunea lui P. Dar determinarea valorii R implică 
distrugerea structurii, ceea ce conduce la un rezultat care nu prezintă 
interes. De aici rezultă marea dificultate de a avea un coeficient de 


TEEI 


siguranță sigur, real. $ 

Trebuie astfel să avem un coeficient de siguranță pe care să-l 
putem prevedea înainte de realizarea structurii și nu determinat la 
capătul existenței sale, coeficient care să poată influența concepția 
şi realizarea proiectului. P E 

Dar a prevedea implică cu necesitate o incertitudine, o probabili- 
tate. De aici problema : în ce mod se poate determina valoarea lui R 
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şi P şi cu ce probabilitate ? Acest lucru se poate realiza pe următoarele 
căi potrivit accepţiunii care i se dă lui R şi P: 

Pentru determinarea valorii lui P: 

1) Cu ajutorul metodelor de calcul ale mecanicii construcțiilor 
plecînd de la anumite solicitări exterioare. 

2) Cu ajutorul metodelor tensometrice, cînd structura este exe- 


Se i Pe aceeași cale se poate folosi şi un model construit la scară 
redusă, 


Pentru determinarea valorii lui R: 

1) Determinînd pe epruvete de forme anumite rezistența materia- 
lului din care urmează a se confecționa structura. 

À 2) „Confecționînd un element identic cu cel care urmează a fi stu- 

diat și solicitîndu-l pînă la distrugere. i 
_ Atit determinarea lui P cît și a lui R aşa cum au fost indicate mai 
inainte sint susceptibile de critică. Într-adevăr: calculul conține pe 
lîngă ipoteze simplificatoare, aproximații datorită unor parametri 
neluați în considerare. Pe de altă parte, încercările pe un alt element 
decît cel în cauză lasă îndoieli asupra identității cu cel în studiu. 
De altminteri, nici solicitările exterioare măsurate la aceste încercări nu 
se poate admite că vor fi reproduse cu exactitate în altă împrejurare. 

Totuşi, repetînd determinările amintite mai înainte de un foarte 
mare număr de ori, se obțin o serie de valori ale lui R, respectiv P. 
Dacă aceste valori se raportează pe un grafic avînd în abscisă uni- 
tatea de măsură aleasă (kgf/cm?), iar în ordonată numărul de cazuri 
cînd acea valoare a fost atinsă, se obțin două curbe de frecvență (C,) 


şi (C) (fig. 10.8). 


> 


a e 
Tensuni Ag//am* 


\ = tensiuni ridicate din 

K solicitări exterioare 
—- ridicate 

` = tensiuni scăzute datorită 


\ A materialului defectuos 


F&A, ~ valori medii 


Fig. 10.8 


358 


Măsura siguranței unui element poate fi definită, față de cele ex- 


puse pînă acum, prin diferența dintre două valori oarecare ale lui 


P şi R, adică 
= R — P; 


— dacă valoarea R; — P, > 0 există siguranță; 
— dacă valoarea R,; — P, <0 se produce distrugerea. 


Fig. 10.9 


Pentru a putea stabili unele elemente care să poată servi şi în viitor, 
trebuie acum să facem o inducție cu toate implicaţiile şi criticile ce 
se pot aduce acestui fel de raționament. Sîntem nevoiți a admite că 
curbele de frecvențe stabilite experimental pot fi considerate şi ca 
curbe de probabilitate. Adică vom induce că fenomenele observate, 
măsurate pînă în prezent, vor avea şi în viitor aceeași frecvență și 
aceeaşi intensitate, dacă condiţiile în care se produc fenomenele rămîn 
aceleași. 

Dacă luăm acum ca variabilă aleatorie diferența R; — P, a două 
valori întîmplătoare ale lui R şi P, putem trasa o curbă (Cs). Porţiu- 
nea de arie închisă de curbă în stînga originii reprezintă probabili- 
tatea totală ca R — P < 0 deci riscul de distrugere (fig. 10.9). 

Pentru a determina aria hașurată este necesar a se trasa curba 
(C3), lucru care se poate obţine pe două căi: 

a) Pe cale analitică ; se admit pentru curbele (C,) și (C.) expresii 
analitice cît mai apropiate. Diferența se exprimă apoi ușor. Asemenea 
curbe sînt curbele Laplace— Gauss și curbele Pearson. 

b) Pe cale empirică, atribuind fiecărei valori determinate experi- 
mental R; o valoare P,, la întîmplare şi făcînd diferența R; — Py 
Repetînd procedeul de un număr de ori se deduc valorile curbei (Cs). 
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Ambele metode trebuie să conducă practic la acelaşi rezultat dacă 
numărul probelor este suficient de mare. 

După cum este şi normal, riscul de „distrugere'* care poate fi accep- 
tat la o construcție este foarte mic. Nu se poate accepta un risc de 
10-2 sau chiar 10-3. Trebuie menționat de asemenea că un risc mai 
mic de 10- nu prezintă interes sau semnificaţie. Experienţa arată 
că un risc de 10-65 nu este luat în seamă chiar dacă este vorba de viața 
noastră. Aceasta înseamnă că oricum ar fi, măsura riscului care este 
aria haşurată este plasată departe la stînga curbei (C,). Dar distru- 
gerea are la origine simultaneitatea a două întîmplări : o stare ridicată 
de tensiuni interioare datorite unei sarcini importante şi o rezistență 
slabă a materialului datorită unor defecte. Aceste două cazuri sînt 
încercuite pe curba P în dreapta ei și pe curba R în stînga ei. Dar 
aceste curbe sînt bine determinate experimental pentru zonele centra- 
le care reprezintă valorile medii, deci cele obișnuite, şi sînt mai puțin 
bine sau chiar rău definite spre extremitățile lor care reprezintă ca- 
zuri excepţionale, deci rare. Întrucît se consideră că se lucrează cu 
materiale corespunzătoare şi cu solicitări bine definite, distrugerea 
apare ca un fenomen puțin probabil. Tehnica curentă are de a face 
cu valorile curente P, şi R, pe curbele (C,) şi (C). Metoda obişnuită 
de a spori siguranța unei structuri este de a mări diferența dintre 
R şi P, fie micșorînd solicitarea P}, fie mărind caracteristica materia- 
lului Ro. 

Fie cazul cînd răspîndirea solicitărilor este mică în jurul valorii 
medii Pg. Riscul de distrugere depinde atunci aproape exclusiv de 
ramura stîngă a curbei (C,) a lui R (fig. 10.10). 

Pentru a spori siguranța există două posibilități, fie să deplasăm 
curba (C.) spre dreapta în (C;), adică mărind valoarea medie R, 
la Rg dar lăsînd aceeași răspîndire, fie să lăsăm aceeași valoare medie 


PA 
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Ro dar să micșorăm răspîndirea, adică să adoptăm curba (C,). Ambele 
procedee nu urmăresc în fond decît să deplaseze spre dreapta extremi- 
tatea stîngă a curbei (C). De aici se vede că este avantajos de a mări 
siguranța printr-o mai mare regularitate a caracteristicilor materia- 
lului decît printr-o sporire a valorii medii a acestei caracteristici. 

Pentru a arăta importanța celei de a doua căi, să luăm un exemplu 
concret. În practică, valoarea limită admisă pentru caracteristica unui 
material este valoarea medie R micşorată cu o valoare egală cu de 
cîteva ori abaterea medie. 

Fie un beton B 300, deci cu valoarea medie la rupere a efortului 
unitar de 300 kgf/em?. Fie 12% abaterea medie; să admitem dimi- 
nuarea cu de 5 ori această abatere: 


R' = Ro — 5 x 0,12 Re = 300 — 5 x 0,12 x 300 = 120 kgfjcm?. 

Să luăm un beton superior B 400 dar care are o răspîndire mai 
mare, avînd abaterea medie egală cu 15% 

R’ = R — 5 x 0,15 x Ro = 400 — 5 x 0,15 x 400 = 100 kgf/em2. 
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EVOLUȚIA CONCEPȚIILOR ÎN CALCULUL 
CONSTRUCȚIILOR 


11.1. GENERALITĂȚI. METODA REZISTENŢELOR ADMISIBILE 


În capitolele precedente s-au prezentat rezultatele de laborator 
obținute, în ultima vreme, în ceea ce priveşte comportarea reală a 
principalelor materiale de construcție şi s-au analizat unele aspecte 
ale problemelor teoretice legate de stabilirea eforturilor interioare 
în elementele de construcție, cu scopul de a interpreta cît mai corect 
experiența. S-au examinat, de asemenea, unele aspecte statistice ale 
problemelor legate de determinarea proprietăţilor mecanice ale ma- 
terialelor de construcție și de determinarea încărcărilor exterioare 
care solicită construcțiile. 

În cele ce urmează se vor examina pe scurt procedeele de calcul 
adoptate în țara noastră în ultimii ani, procedee care tind să reflecte 
concluziile ieşite din laborator şi din practica constructorilor. 

Pînă nu de mult, în domeniul proiectării principalelor tipuri de 
construcții, şi anume a celor metalice, de beton armat și de lemn, 
era universal aplicată metoda vezistențelor admisibile. atît pentru 
dimensionarea secțiunilor cît şi pentru verificarea lor. Principiul de 
bază al metodei, acela de a limita în orice punct al unui element de 
construcție eforturile unitare efective la o fracțiune din rezistența de 
curgere sau de rupere, a fost stabilit încă de la începutul secolului 
trecut de Navier care a admis în calculul construcţiilor comportarea 
elastică a materialelor. Metoda a cunoscut o extindere care a dominat 
aproape în exclusivitate concepția și calculul elementelor de construc- 
ție, 

Ipoteza fundamentală a metodei de calcul bazată pe rezistențele 
admisibile constă în admiterea deformării elastice, total reversibile, 
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a materialelor, în domeniul solicitărilor de exploatare, cît şi în propor- 
ționalitatea dintre eforturile unitare şi deformaţiile produse; (admi- 
terea deci a legii lui Hooke). În plus, pentru anumite elemente de con- 
strucție, metoda admite în diferite cazuri de solicitare un anumit mod 
de deformare; de exemplu, în cazul barelor supuse la încovoiere pură 
se admite ipoteza secțiunilor plane. Ar i 

Esenţa metodei constă, deci, în a porni de la o anumită solicitare 
exterioară și de la o stare de deformaţie admisă și a determina, pe baza 
legilor mecanicii, eforturile unitare în orice punct al elementului, 
eforturi care trebuie să rămînă în orice condiții de exploatare inferioare 
unei limite. Precizarea acestei limite este echivalentă cu alegerea unui 
coeficient de siguranță unic care să acopere toate abaterile de la ipo- 
tezele luate în consideraţie: abateri de la calitatea și comportarea 
materialului, de la încărcările admise, de la condiţiile de exploatare, 
de la precizia de execuţie propusă a se realiza ete. Relația care permite 
trecerea de la deformaţii la eforturi unitare este legea lui Hooke. 

De la enunțarea primelor principii în secolul trecut și pînă în dece- 


‘niul al treilea al secolului nostru metoda rezistențelor admisibile a 


stat la baza multiplelor și remarcabilelor realizări ale constructorilor 
de pe glob; a impulsionat rapida dezvoltare a construcțiilor metalice 
din a doua jumătate a secolului trecut, a furnizat primele procedee 
de calcul pentru noul material de construcție betonul armat și a contri- 
buit la vertiginoasa sa dezvoltare. r 
În tot acest timp metoda rezistențelor admisibile a fost unanim 
acceptată și numai în ultimele decenii s-a ajuns la examinarea el 
critică din ce în ce mai severă, iar în final chiar la înlocuirea et. 
ixplicaţia acestui fapt constă în aceea că pentru perioada de timp 
amintită metoda satisfăcea cerințele în ceea ce privește volumul și 
anvergura lucrărilor vremii. Într-adevăr, elemente cum sint şarpan- 
tele sau podurile din acea vreme, de deschideri și încărcări relativ re- 
duse, potrivit și materialelor de construcție de care se dispunea şi 
care nu permiteau solicitări ridicate, nu puneau probleme speciale. 
În afara celei de bază: a rezistenței elementelor. În aceste condiții, 
metoda nu a condus la eşecuri care să dezvăluie erori în principiile 
ei. Pe de altă parte însă, anumite constatări şi observaţii făcute in 
timp asupra unor construcții executate, nu puteau găsi explicații 
mulțumitoare la acea dată, atît datorită lipsei de date experimentale 
asupra comportării materialelor puse în cauză, cît și datorită lipsei 
unei teorii care, prin interpretarea noilor rezultate, să elucideze imper- 
fecți unile metodei. n 
Într-adevăr, construcții metalice în elementele cărora, potrivit 
metodei elastice de calcul, se produceau depăşiri ale rezistențelor 
admisibile pînă la atingerea limitei de curgere, s-au dovedit a fi încă 
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apte de exploatare, distrugerea fiind departe de a se manifesta. Era 
și mai este cazul fermelor metalice considerate în calcul ca sisteme 
de bare articulate, cu toate că în realitate barele acestor construcții 
sînt încastrate elastic în guseele nodurilor, ceea ce conduce la dezvol- 
tarea de eforturi unitare care pot depăşi limita de curgere în gusee, 
fără a produce însă distrugerea fermei, ceea ce face să se tragă concluzia 
că există încă rezerve de rezistență pentrua asigura exploatarea. 

Dezvoltarea construcţiilor de beton armat a furnizat noi exem- 
ple în sprijinul criticilor aduse metodei rezistențelor admisibile. Materia- 
le ca: betonul, zidăria, betonul armat, inițial admise ca supunîndu-se 
legii lui Hooke, s-au dovedit a fi departe de a se comporta ca atare. 
În această privință este demn de a fi relevat un exemplu pe care îl 
citează E. Freyssinet din practica sa, interesant nu numai datorită 
faptului că fenomenele care l-au frapat se petreceau în anul 1911, 
ci şi datorită faptului că constatările lui aveau să fie începuturile unor 
noi concepții asupra comportării reale a betonului şi oțelului, culmi- 
nînd cu crearea unor procedee revoluționare : ale betonului precompri- 
mat. 

Este vorba de construcția podului de beton armat de peste rîul 
Allier în Franţa, denumit podul Veurdre. Proiectul întocmit de E. 
Freyssinet comporta trei arce cu trei articulații, de deschideri; 63,75 m, 
70,50 m, 63,75 m avînd pleoştiri foarte pronunțate : 


1 1 1 


14,80 13,35 14,80 


Calculul fusese condus în conformitate cu circulara franceză pentru 
beton armat din anul 1906, care stabilea pentru un material nou şi 
puțin cunoscut ca betonul, o valoare constantă a modulului de elas- 
ticitate. La cîteva luni de la terminarea lucrării şi darea ei în exploa- 
tare, apar deformații, la început perceptibile doar la un examen 
atent, dar care se măresc zi de zi și care nu lăsau să se întrevadă alt 
final decît prăbușirea. Neputîndu-se constata nici o eroare de calcul 
sau de execuţie, fenomenul trebuie interpretat ca o scădere lentă dar 
considerabilă a valorii modulului de elasticitate a betonului turnat, 
de la 1 la 1/4 și chiar la 1/5. Cu toate acestea, încercările pe cuburile 
de probă din betonul turnat, din care șantierul dispunea din belșug, 
arătau o creştere apreciabilă a rezistenţei şi a modulului de elasticitate. 
Trebuia admisă în fenomenele care îşi făceau apariția, o nouă variabilă, 
neglijată, funcție de eforturile interioare din beton care creșteau rapid 
prin mărirea deformaţiilor arcelor. 

Grava eroare s-a dovedit a rezida în modul de determinare în la- 
borator a modulului de elasticitate al betonului. Într-adevăr, labora- 
torul din Paris se mulțumea să oprească încercarea probelor de beton 
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la valori reduse ale eforturilor unitare, de îndată ce determina panta 
în origine a curbei de deformare și deci şi valoarea modulului admis 
constant. În momentul cînd a avut și dovada falsității acestei ipoteze 
admise în calcul, Freyssinet care avusese intuiţia fenomenelor în pre- 
zența cărora se afla, a găsit imediat soluția : în cea mai mare grabă 
a restabilit cu ajutorul unor prese de descintrare, de concepție proprie, 
poziţia inițială a arcelor, ceea ce a făcut să dispară o bună parte din 
sporul de eforturi interioare la care erau supuse arcele, iar apoi a supri- 
mat şi articulația de la cheie care producea tasarea arcelor. Podul 
a rezistat în perfecte condiții pînă la distrugerea lui în timpul răz- 
boiului. 

În esență, principalele obiecții aduse metodei rezistențelor admisi- 
bile sînt : 

— admiterea fără rezerve a comportării elastice a materialelor 
şi deci neglijarea comportării reale, reologice a lor; 

— admiterea coeficientului de siguranță unic şi deci neglijarea 
ponderii fiecărui factor care influențează comportarea construcției. 

Datorită acestor imperfecțiuni, metoda da o imagine inexactă 
a comportării construcției în ansamblu și ascundea rezerva sa de capaci- 
tate portantă. Pe măsură ce stadiul cercetărilor de laborator și de 
teren avansa, s-a căutat să se corecteze în parte neajunsurile menţio- 
nate mai înainte prin unele îmbunătățiri aduse metodei, cum ar fi: 
adoptarea unor coeficienți de siguranță diferenţiaţi potrivit probabili- 
tății de a se produce a diferitelor combinaţii de ipoteze de încărcare, 
clasificate după criteriul probabilistic în: fundamentale, accidentale 
și extraordinare. De asemenea, s-a căutat să se țină seama şi de natura 
solicitării: efort normal sau tangenţial, de solicitare: locală sau gene- 
rală, sau de gradul de precizie cu care se realizează un procedeu de 
construcție : sudură, nituire. Cu toate acestea, coeficientul de siguranță 
unic pentru o stare de încărcare a elementului de construcție nu poate 
ține seama diferențiat de variațiile de încărcări, sau mai ales de faptul 
că greutatea moartă şi greutatea proprie a elementului fiind bine prinse 
în calcul (diferențe de cel mult 10%) nu au nevoie de o acoperire cu 
un coeficient de siguranță care variază între 1,8 şi 3. 

Iată un exemplu de acest fel*: 

Un stilp solicitat excentric, executat dintr-un material omogen, 
face parte din structura de rezistență a unei construcții. Eforturile 


so 


* Baldin, Goldenblat : „Calculul elementelor de construcţii e pe baza stărilor limită 
rad. din 1. rusă), Bucureşti, Editura tehnică, 1953. 
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unitare de întindere într-o secțiune, fără a ţine seama de influența 
flambajului, trebuie să satisfacă condiția : 


Or ş 
ef înt A wW Oa înt 7 (1 j 1) 
sau 
cN cM 
Orin = a 11:2 
” 4 W $ ( ) 
în care: 


N este forța axială care solicită stîlpul produsă de greutatea 
proprie, greutatea moartă, încărcarea utilă ; 


M — momentul încovoietor din secțiune produs de excentrici- 
tatea încărcării utile pe panourile planşeelor, vînt; 

A — aria secțiunii; 

W — modulul de rezistență; 

Grim — rezistența de rupere la întindere ; 

c — coeficientul de siguranță unic. 


Rezistența admisibilă la întindere se obține din relația (11.1). 

Dacă în formula (11.2) valoarea forțelor axiale ar fi afectată de 
un coeficient de siguranță mai mic decît coeficientul de siguranță 
aplicat momentului încovoietor — lucru perfect justificat, deoarece 
probabilitatea abaterii de la ipoteza de încărcare a greutăţii proprii 
şi moarte este mult mai mică decît probabilitatea abaterii sarcinilor 
utile de la aceleași ipoteze de încărcare sau cea a producerii de momente 
din deplasarea sarcinilor utile sau din vînt — atunci se poate demon- 
stra că rezistența admisibilă la întindere are o valoare sporită. 

Într-adevăr, dacă c este coeficientul de siguranță al forțelor axiale 
iar c4 = ¢ + K este coeficientul de siguranță al momentului încovoie- 
tar astfel încît c, > c, atunci 


cN (6 + M __ 


A wW Or ini 
sau 
cN cM KM 
A iid wW rint i wW 
sau încă 
KM 
E ea, 
Cain = — = > mi 
A W c ë 


Invers, putem conchide că păstrînd un coeficient de siguranță 
unic pentru N şi M sau se pot produce depăşiri ale rezistențelor admi- 
sibile sau se adoptă dimensiuni prea acoperitoare şi deci neeconomice. 


11.2, METODA SARCINILOR LA RUPERE 


Faţă de neajunsurile metodei clasice bazată pe rezistenţele admi- 
sibile s-a căutat să se realizeze o relativă îmbunătățire a procedeelor 
de calcul, introducîndu-se o nouă metodă, denumită metoda sarcinilor 
la rupere. Ea apărea ca rezultat al unor observaţii mai organizate 
şi îndelungate a comportării materialelor și constituia un prim pas 
important în fundamentarea mai riguros ştiinţifică a principiilor de 
calcul. Noua metodă explica în bună parte fenomenele care nu putuseră 
fi lămurite pe baza ipotezei comportării elastice a materialelor admisă 
de vechea teorie şi ca urmare ține seama de starea plastică a acestora 
la limita de încărcare. Introducerea acestei noi metode s-a impus în 
primul rînd la calculul elementelor din beton, beton armat şi zidărie, 
materiale care nu se supun legii lui Hooke, nici măcar în domeniul 
de încărcare cu sarcinile de exploatare. 

Marele merit pentru elaborarea metodei de calcul la rupere, în 
domeniul betonului armat, pornind de la analiza proprietăților reale 
ale materialelor, şi folosind un bogat material experimental, revine 
savanților sovietici. Într-adevăr, în anul 1932 profesorul V. Loleit 
îşi prezintă la Leningrad raportul său ,,Despre revizuirea teoriei be- 
tonului armat“, iar în anul 1938, proiectul de norme elaborat de pro- 
fesorul A. A. Gvozdev capătă caracter oficial în calculul construcțiilor 
civile și industriale, U.R.S.S. fiind prima țară în lume care părăseşte 
metoda rezistențelor admisibile. Ulterior, A. A. Gvozdev lărgește 
aplicarea principiilor de calcul la rupere şi la alte materiale-de construc- 
ție: betonul simplu, zidăriile. 

În esență, noua metodă se bazează pe: 

— luarea în consideraţie a proprietăţilor plastice ale materialelor 
și a condițiilor reale de lucru ale construcţiilor ; 

— utilizarea coeficientului de siguranță unic, nediferențiat. 

Noile criterii de calcul avînd cea mai mare aplicare în primul 
rînd în domeniul construcțiilor de beton şi beton armat, vom ilustra 
expunerea în cele ce urmează cu exemple din acest domeniu, princi- 
piile fundamentale pentru elemente alcătuite din alte materiale de 
construcție fiind analoge. y 

Pentru înțelegerea acestei metode, este necesar în prealabil a defini 
o noțiune generală de care se face uz, aceea de stare limită a unei 
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construcții noțiune prin care se înțelege acea stare în care exploatarea 
ei normală, inițial prevăzută, încetează. 

Cercetări ample de laborator asupra comportării betonului armat 
au condus la stabilirea unor studii principale de lucru, ilustrînd pro- 

prietățile elastic plastice ale acestuia, 

o} funcție de intensitatea solicitării, şi 

Sdu W anume: 

E Stadiul I: betonul se comportă 

elastic sau cvasi-elastic la încărcări de 

; scurtă durată ; nu apar fisuri în zo- 

Sala d nele supuse eforturilor de întindere. 
-—— - Oțelul se comportă elastic. 

| Stadiul 1 Stadiul II: betonul se comportă 

= - =- elasto-plastic ; fisurează în zonele su- 

puse la întindere. Oțelul se comportă 

elastic. 

Stadiul III : betonul în stare plas- 
tică este pe punctul de a se distruge. Oțelul atinge limita de curgere ; 
este stadiul de rupere a elementului. 

Aceste trei stări prin care trece un element de beton armat pe 
măsură ce solicitarea exterioară crește se pot identifica în toate tipu- 
rile de solicitări : întindere, compresiune, încovoiere, torsiune. În fig. 
11.1 este ilustrată într-o diagramă, relația deformaţii — eforturi 
unitare pentru o piesă de beton armat supusă la întindere. 


Fig. 11.1 


g g 
tra ôr 


Stadiul 1 Stadiul Ia Stadiul I 


Stadiul M admis 
Prin sporirea sarcinihor , de lo stadiul I se ajunge de norme 
la stadiul I fie n cazul 1 


GA: g -g fe n cazul 2 =R, 70 


Fig. 11.2 
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Pentru o mai bună ilustrare a fazelor succesive care apar în compor- 
tarea oricărui element de beton armat supus la o solicitare crescîndă, 
în fig. 11.2 se dau diagramele eforturilor unitare la un element supus 
la încovoiere. De remarcat faza intermediară Ia reprezentînd momen- 
tul cînd se ating în zona întinsă a betonului eforturile limită de rupere 
R, şi faza intermediară IJa reprezentînd momentul limită al fazei 
a doua, cînd fie betonul atinge valorile de rupere prin compresiune 
R; deformîndu-se plastic, fie armătura atinge limita de curgere. Este 


4 


momentul creerii articulației plastice. 


11.3. PRINCIPIILE DE BAZĂ ALE METODEI DE CALCUL LA RUPERE PENTRU 
ELEMENTELE DE BETON ARMAT 


1) Solicitarea admisibilă a unui element, moment încovoietor, 
forță axială, forță excentrică etc., se consideră a fi o fracțiune din 
solicitarea care provoacă starea limită de rupere a elementului şi se 
obține aplicînd acesteia din urmă un coeficient de siguranță c. Acesta 
înglobează asigurarea împotriva eventualelor depăşiri de încărcări 
admise în calcul, defecte ale materialelor și de execuţie, condiții de 
exploatare. neprevăzute. 

2) Solicitarea limită se consideră cea care produce în element sta- 
diul III deci stadiul de rupere cînd eforturile unitare în beton ating 
valoarea de rupere, iar cele din oțel limita de curgere. 

Pentru stabilirea, în conformitate cu pct. 2 de mai înainte, a efor- 
tului interior limită se mai admit următoarele ipoteze: 

a) diagrama eforturilor unitare în beton în stadiul III este curbi- 
linie, ca urmare a fenomenelor de plasticizare a betonului. Fără erori 
esenţiale, în practică se poate admite o diagramă dreptunghiulară 

fig. 11.2); 

b) eforturile unitare de întindere ale betonului se neglijează. 

Prin admiterea pct. a se observă că metoda de calcul la rupere 
abandonează vechea imagine a comportării elastice a betonului. 

Principiile de mai înainte, aplicate la diferite tipuri de solicitări, 
conduc la următoarele expresii de calcul: 

— compresiune și întindere centrică: 


- încovoiere : 
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— compresiune și întindere excentrică: 


în care: 


N, M sînt forța normală, momentul încovoietor produs de sar- 
cinile de exploatare ; 

N,, M, — forța normală, momentul încovoietor ce produc starea 
limită de rupere; 


M sie ; 4 
alese este excentricitatea forței normale în stadiul de exploatare ; 
c — coeficientul de siguranță. 


Solicitările admisibile obținute din formulele de mai înainte (N, M) 
trebuie comparate cu cele produse de încărcările de exploatare. Aces- 
tea se obțin aplicînd sistemului static legile Mecanicii construcțiilor, 
deci implicit ipoteza comportării în domeniul elastic. Determinarea 
încărcării exterioare care conduce în diferite secțiuni a solicitărilor 
limită N, sau M, este o problemă mult mai complicată. 


Pentru aplicarea principiilor prinse în formulele de mai înainte 
este nevoie încă de a preciza modul în care se determină efectiv valo- 
rile solicitărilor limită N, şi M, şi cum se alege coeficientul de siguranță 
8, 

În acest sens, standardele românești (STAS 1546—50) stabilesc 
formule simple de calcul, folosind rezistențele de rupere ale betoane- 
lor clasificate în zece mărci şi limitele de curgere ale oțelurilor prevă- 
zute în aceleași standarde. 

În ceea ce priveşte coeficientul de siguranţă el este unic pentru 
un anumit element de construcție, fiind însă diferit de la element la 
element, potrivit raportului dintre efortul produs de sarcina utilă 


Q, şi cel produs de sarcina permanentă Q, La un raport 2! <2 


coeficienții de siguranță sînt mai mari datorită probabilității mai 
mari de a avea o supraîncărcare importantă a elementului printr-o 
depăşire a sarcinii utile admise inițial în calcul. Se ține seama de ase- 
menea de probabilitatea de producere a combinațiilor de sarcini, 
cât şi de natura cauzei ruperii (eforturi de compresiune în beton, efor- 
turi unitare principale de întindere). 

În concluzie, avantajele metodei de calcul expuse, față de metoda 
clasică a rezistențelor admisibile, constau în ; 

— fundamentarea metodei pe elemente care ilustrează compor- 
tarea reală a materialelor; 
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— evidențierea netă a coeficientului de siguranță real în elemen- 
tul de construcție ; 

Metoda se pretează în plus la a fi îmbrăcată în formule simple 
de calcul, păstrînd totodată permanent imaginea fenomenului fizic. 
Ca un avantaj menționăm că economiile realizate față de vechea metodă 
se apreciază la: 


compresiune centrică 10—15% ; 
încovoiere simplă 5—10% ; 
compresiune excentrică 20 —40%,. 


11.4. METODA DE CALCUL LA STĂRILE LIMITĂ 


Metoda de calcul la rupere reprezintă o îmbunătățire a metodei 
clasice a rezistențelor admisibile numai în măsura în care ține sea- 
ma de comportarea reală, plastică a materialelor, pe baza materialului 
experimental furnizat de laboratoarele de cercetare. În ceea ce privește 
concepția asupra coeficientului de siguranță, metoda de calcul la 
rupere era susceptibilă de critică deoarece ca și metoda clasică menţi- 
nea coeficientul unic, nediferențiat. 

În ultimul deceniu acest coeficient a fost obiectul unui sever stu- 
diu, structura sa fiind minuţios analizată. Drept rezultat, pe baza 
unor numeroase date statistice, s-a elaborat metoda de calcul a cons- 
ivuctiilor la stările limită. Principiile metodei au fost elaborate şi apli- 
cate mai întîi în U.R.S.S. în anul 1955, pentru toate tipurile de con- 
strucții: civile, industriale, poduri, executate din lemn, metal, zidărie, 
beton, beton armat și precomprimat, iar în anul 1963 și în țara noastră 
au fost publicate normativele pentru calculul construcțiilor de beton, 
beton armat, beton precomprimat și metalice la stările limită. 

S-a definit anterior ca stare limită a unei construcţii, acea stare 
în care exploatarea ei normală nu mai este posibilă. Majoritatea stări- 
lor limită care pot interveni în construcții pot fi clasificate după diferite 
criterii: după cauzele care produc starea limită, după amploarea stri- 
căciunilor produse sau a perturbaţiilor, amploare mergînd de la mici 
incoveniente (de exemplu elasticitatea prea mare a unei dale la o clă- 
dire de locuit) pînă la catastrofe cu pierderi de vieţi omeneşti etc. 
Clasificarea nu este esențială şi nu afectează principiul metodei. Nor- 
mativele românești stabilesc două grupe de stări limită: 

I. Stări limită ale capacităţii portante a construcției. 

II. Stări limită ale deformaţiilor maxime. 

În cazul atingerii sau depășirii stării limită din prima grupă, 
construcția nu mai poate fi exploatată dintr-una din următoarele cauze: 
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— pierderea rezistenței propriu-zise (rupere, distrugere) ; 

— pierderea stabilității. 

Aceste situații pot fi produse atît de sarcini statice, cît şi dinamice, 
de sarcini aplicate de un număr redus sau de un mare număr de ori, 
care să conducă la obosirea materialului. 

În cazul atingerii sau depășirii unei stări limită din cea de a doua 
grupă, construcția își încetează exploatarea normală, dintr-una din 
următoarele cauze : 

— atingerea de deformații inadmisibile ; 

— deschiderea de fisuri care conduc la: 

mărirea pericolului coroziunii armăturilor, 
pierderea impermeabilităţii : 
producerea de vibrații. 

Factorii de care depinde probabilitatea atingerii uneia din stările 
limită enunțate mai înainte se pot grupa în trei categorii cuprinzând : 

a) solicitările exterioare ; 

b) proprietăţile fizico-mecanice ale materialelor ; 

c) condițiile de lucru ale construcției, și anume: 

— din modul de aplicare a sarcinilor, 

— din modul de execuţie a elementelor ei. 

De aceşti parametri trebuie să ţină seama în calcul coeficientul 
de siguranță al construcției. Întrucît aprecierea fiecăruia din factorii 
care intră într-una din categoriile de mai înainte se poate face cu o 
precizie mai mare sau mai mică, cu alte cuvinte deoarece probabili- 
tatea de a se realiza ipoteza de calcul admisă este diferită pentru cele 
trei categorii enunțate, rezultă că un coeficient de siguranță unic 
nu poate satisface problema pusă. 

Metoda de calcul la stările limită introduce, spre deosebire de meto- 
dele analizate anterior, coeficienți de siguranță diferențiați, şi anume : 

1) Coeficientul de supraîncărcare n (de obicei supraunitar) care 
tinde să acopere eventualele abateri ale intensității sarcinilor (încăr- 
cărilor) față de valorile admise în calcul. Dacă încărcarea prescrisă 
de norme, încărcarea normată este Q” sau solicitarea interioară pro- 
dusă de această încărcare într-un element este S”, atunci încărcarea 
maximă care se poate produce se consideră a fi n : Q” = Q denumită 
încărcare de calcul. 

Deoarece probabilitatea de depășire a încărcărilor depinde de 
natura lor (la sarcini permanente probabilitate mică, la cele utile mai 
mare, la cele accidentale și mai mare) şi coeficientul de supraîncăr- 
care va fi diferit. În cazurile cînd admiterea unei depăşiri a încărcării 
ar conduce la ipoteze de încărcare mai favorabile acest coeficient se 
poate lua subunitar. 
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Solicitarea maximă a unui element de construcție este obținută 
prin suprapunerea efectelor produse de diferitele încărcări de calcul 
și se numeşte solicitare de calcul S = £ nS”. . i PAN 

La stabilirea solicitării de calcul intervine însă ŞI aprecierea posibili- 
tăţii de a combina diferite încărcări potrivit probabilității lor de a 
se produce simultan. În această privință, normele împart „grupările 
de încărcări a căror acţiune simultană este posibilă, în: gtupari funda- 
mentale, suplimentare și extraordinare. Deoarece clasificarea încăr- 
cărilor, prin prisma coeficientului de supraîncărcare, se face după 
durata lor de acțiune asupra elementului de construcție (temporare 
de scurtă durată, temporare cu acțiune îndelungată, accidentale, 
permanente) şi gruparea de încărcări se face după cum acționează 
simultan o încărcare permanentă cu una temporară de lungă durată 
și cu una, două sau mai multe temporare de scurtă durată sau acci- 
dentale. O asigurare prea mare, adică admiterea unei combinații 
de încărcări maxime, deci cu o probabilitate mică de a se produce, 
conduce la solicitări de calcul mari şi de aici la dimensiuni neeconomice 
ale elementului. za în A 

Valorile încărcărilor normate, a coeficienţilor de supraîncărcare 
cît şi ipotezele de combinare admisibile a încărcărilor sînt prescrise 
în normative. 

2) Coeficientul de omogenitate K care tinde să acopere eventualele 
abateri de la valorile caracteristicilor fizico-mecanice normate R ale 
materialului; se obține astfel rezistența de calcul R = KR” . Rezis- 
tențele normate se determină prin încercări în laborator. La beton 
și zidărie se consideră rezistența medie de rupere, la lemn rezistența 
de rupere de durată, la oţeluri și metale în general limita de curgere. 
Determinarea coeficientului de omogenitate se face prin metode statis- 
tice, pe baza unui mare număr de încercări pornind de la analiza curbe- 
lor de împrăştiere. Dacă aşa cum s-a arătat în cap. 10, curbele de dis- 
tribuție a rezistențelor la rupere a unui material sînt curbe normale 
de împrăştiere avînd expresia : i 

a 
i r nti 


(x) = ia ia 


atunci coeficientul de omogenitate K este dat cu aproximaţie de rela- 
ţia : 


xo 
K = 1—— 
R 
în care: 
R este valoarea medie a rezistenței de rupere; 
x  — valoarea rezistenței de rupere a unei probe; 
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o — abaterea standard a curbei de împrăștiere ; 
n — numărul de probe efectuate; 
o e i 


Această relație reprezintă o probabilitate de circa 1,5%/0 de atin- 
gere a rezistenței minime pentru beton şi oţel. 

3) Coeficientul condițiilor de lucru m care tinde să țină seama de 
diversitatea unor situații în care se va găsi construcția sub sarcini, 
situații produse fie de modul în care a fost executată (de exemplu, 
cu anumite erori de execuție), fie de modul cum se exploatează. Este 
greu de a elabora o metodă precisă pentru determinarea acestui coe- 
ficient. Acest coeficient trebuie să țină seama de toţi factorii care nu 
intră în primii doi coeficienţi, dar care s-au impus observaţiei ca factori 
aleatorii cu oarecare frecvență. Cu cît condițiile de lucru ale elementului 
sînt mai precis prinse în coeficienții de supraîncărcare şi de omogeni- 
tate, cu atît sîntem mai îndreptăţiți a lua pentru coeficientul m valori 
tinzînd spre unitate. Coeficienți mai mici decît unitatea se prevăd 
la elemente de construcție supuse agresivității mediului sau la ele- 
mente de dimensiuni mici a căror capacitate portantă este influențată 
puternic de erorile de execuţie (de exemplu stîlpi de beton armat 
sub 30 x 30 em). Același coeficient trebuie să țină seama de con- 
centrări de eforturi, de posibilitatea unei ruperi casante etc. Din contră, 
în condiții de execuție sub un control riguros și permanent cum este 
cazul elementelor executate în ateliere de prefabricare, se poate admite 
un coeficient supraunitar. De asemenea, cînd modul real de lucru al 
unui element într-un sistem complex antrenează conlucrarea altor 
elemente, se poate admite un coeficient supraunitar. Cu privire la 
erorile de execuţie, care pot fi acoperite de coeficientul condițiilor de 
lucru, trebuie făcută precizarea că este vorba de erori sistematice, 
observate cu o anumită frecvență, deci care se pot înscrie într-o curbă 
Gauss, ilustrînd astfel precizia de execuție într-un domeniu, la un 
moment dat. Este uşor de înțeles că nu poate fi imaginat un procedeu 
de calcul care să țină seama de orice eroare posibilă de calcul sau 
de execuţie. Este normal ca o eroare deosebită să aibă o probabilitate 
mică de a se întîlni și deci de a i se accepta riscul. Coeficientul condiții- 
lor de lucru afectează fie capacitatea portantă a elementului (m), 
fie rezistența de calcul a elementului (mp). 

Ținînd seama de cele expuse mai înainte, potrivit metodei de calcul 
la stările limită, verificarea unui element de construcție se face com- 
parînd solicitarea maximă posibilă cu capacitatea portantă minimă 
probabilă. 

Solicitarea maximă posibilă a fost stabilită anterior și este egală 


cu: 
Ens". 
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Capacitatea minimă probabilă a aceluiaşi element depinde de 
caracteristicile sale geometrice desemnate prin F, de rezistența de 
calcul KR” şi de coeficientul condițiilor de lucru m, adică este egală 
cu : 


m KR"F. 
Rezultă condiția pentru prima stare limită a elementului 
y aS” <mKRF 


sau în general 
TnS" L Olm, KR, KaR; as Ph 


în care Ọ este o funcție corespunzătoare naturii efortului din elemen- 
tul care se verifică (compresiune, întindere, încovoiere etc.). 

În cazul elementelor din materiale diferite, cum este betonul armat, 
condiția de mai înainte ia forma: 


i SERE 
Ya S L m, Sima Ri Fp 


De acțiunea dinamică a încărcărilor se ține seama aplicîndu-se 
coeficienții dinamici prescriși în normative, iar de eventuala obosire 
a materialului, reducîndu-se valorile rezistențelor de calcul cu un coe- 
ficient y subunitar. În mod analog pierderea stabilităţii este iei a 
considerare printr-un coeficient ọ < 1 aplicat rezistenții de calcul. 

Verificarea stării limită de deformație se face punînd condiția 
ca deformația (săgeata, alungirea, deschiderea fisurii) determinata 
pe baza încărcărilor normate să nu depășeșească mărimea deformației 
admisibile adică : 


AS 
în care: 
A este deformația produsă de încărcările normate ; 


f  — deformația admisibilă. 


Prin aplicarea noilor normative de calcul după stările limită, sa 

E 5 F > a reci í 

de aşteptat să se realizeze economii de circa 5—7% la construcțiile 
de beton armat și de circa 10% la cele de beton precomprimat. 


* 
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Din cele expuse pînă acum rezultă că metoda stărilor limită, ca 
ultimă treaptă a unei lungi evoluții în concepția de calcul a construc- 
țiilor, se prezintă ca un stadiu cu un nivel științific ridicat. Această 
metodă reflectă pe de o parte comportarea reală a materialelor, iar 
pe de altă parte înlocuiește arbitrarul coeficientului de siguranță 
unic cu un sistem de coeficienți determinaţi pe criterii statistice. Me- 
toda ţine seama în acest mod la zi și de nivelul tehnic și de posibili- 
tățile de realizare. Din acest punct de vedere ea trebuie să fie foarte 
suplă, coeficienții stabiliți pe baza unor date statistice trebuie să 
ilustreze continuu, în ceea ce privește omogenitatea materialelor puse 
în operă, posibilitatea de a aplica tehnici noi care reclamă materiale 
noi, cu proprietăţi și caracteristici care pot fi realizate și stăpînite la 
un moment dat numai într-o anumită măsură. 

În încheierea acestui capitol este interesant a menționa o propunere 
care constituie un exemplu de interpretare judicioasă a elementelor 
unei teorii de calcul. Se știe că încărcările de calcul ale podurilor tre- 
buie să cuprindă în ele numai acoperiri pentru ivirea probabilă a unui 
vehicul mai greu decât cele normate în prezent, ci şi acoperiri pentru 
viitoarele sporuri de greutate şi de trafic pe care le înregistrează în 
mod normal evoluția tehnicii. În același timp se cunoaște fenomenul 
de sporire continuă în timp a rezistenței betoanelor (a căror rezistență 
normată este stabilită pe baza rezistenței de rupere a cuburilor. de 
probă la vârsta de 28 zile). Este clar că solicitările sporite care se vor 
aplica în viitor vor găsi o construcție al cărei beton va fi îmbătrînit 
si va fi dobîndit o rezistență sporită. Este clar, de asemenea, că nu 
pare justificat de a introduce în calcul de la început un spor de sarcini 
care nu se aplică încă și o rezistență Rəs, căci aceste două condiții 
au o mică probabilitate de a se produce simultan. Iată dar, că printr-o 
analiză profundă şi combinată a parametrilor care intervin în calculul 
construcțiilor, se pot descoperi unele aspecte care pot conduce la o 
rațională alegere a ipotezelor de calcul. De aici evident economie 
şi siguranță în exploatare. 
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ÎNCHEIERE 


Materialul prezentat în capitolele anterioare ale lucrării de față 
a constituit desigur în primul rînd o încercare de selecționare. Într- 
adevăr, din imensul volum de informație pe care îl poate avea la dis- 
poziție în zilele noastre un specialist obligat a se documenta într-o 
anumită direcție, dificultatea principală este aceea de a asambla 
un minim de elemente care să poată fi considerate ca esenţiale și din 
care să se degaje o imagine cît mai conturată a stadiului actual al 
problemei studiate. 


Lucrarea este departe de a fi selectat altceva decît o parte din 
problemele noi atacate și deci nu poate da un răspuns categoric asupra 
măsurii în care actualul stadiu al Rezistenței materialelor, noile teorii 
și metode așa cum au fost descrise sub diferite aspecte, pot conduce 
la atingerea scopului permanent, acela de a realiza construcții mai 
adecvate scopului, incluzînd şi criteriul estetic, mai sigure şi mai 
economice, adică mai eficiente. 

S-au arătat, în primul capitol, etapele străbătute de disciplina 
Rezistenței materialelor, etape care au situat-o în secolul trecut sub 
forma Teoriei elasticității, ca o știință cu un accentuat caracter teore- 
tic, ba chiar ca o știință matematică. Scopul acestei științe era de a 
preciza prin calcul eforturile interne și deformațiile în orice punct al 
unui corp sau al unui ansamblu, pornind de la parametrii sistemului 
de solicitări exterioare şi de la caracteristicile fizico-mecanice ale 
materialelor prinse în scheme matematice simplificatoare. 

Pentru ca Rezistența materialelor să poată fi aplicată practic totuşi, 
ea a recurs la elemente de calcul relativ simple care nu trebuiau să 
conducă la un volum de muncă prea ridicat și la un timp necesar 
prea lung, deci în definitiv prea costisitor în comparație cu costul 
construcției. 

De aici necesitatea ipotezelor de bază simplificatoare enunțate 
și a exprimării proprietăților fizico-mecanice ale unui număr de ma- 
teriale prin expresii identice, cu un număr restrîns de constante, uşor 
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de determinat experimental. Prin metodele utilizate, această știință 
era eminamente analitică ea avînd menirea de a diseca materia și 
„a căuta ce se petrece înăuntru” (R. I/Hermite). Dar constructorul 
o poate privi şi ca o ştiinţă de sinteză al cărui scop este ... „dea 
propoiționa rațional construcția în toate părțile ei potrivit forțelor 
care o solicită, luînd în considerație criteriul de siguranță, de economie 
și de aspect”” (Baes). 

Rezistenţa materialelor, ca știință a constructorilor, legată de 
practică, avea un domeniu destul de restrîns dacă se urmărea o rigu- 
roasă exactitate : bare supuse la eforturi de întindere sau compresiune, 
la care tensiunile să fie uniform repartizate în secțiunea transversală, 
bare supuse la încovoiere și a căror înălțime să fie mică în raport 
cu deschiderea, iar săgeata cu toate acestea să fie suficient de mică, 
bare supuse la torsiune avînd numai secțiuni circulare etc. Nu se 
puteau determina eforturile locale în jurul punctelor de aplicaţie 
ale forțelor, nu se puteau rezolva grinzi înalte, grinzi scurte, dale, 
masive etc. 

Paralel cu preocupările practice ale inginerilor, s-a creat Teoria 
matematică a elasticității în care se leagă eforturile unitare şi defor- 
maţiile unui corp indiferent de forma sa menținînd aceleași constante 
fizico-mecanice ale rezistenței materialelor. Teoria este generală dar 
se ajunge la complicaţii matematice care nu pot fi totdeauna rezol- 
vate aşa după cum s-a arătat în cap. 2 și 3. Multe rezolvări recurg 
la simplificări care trebuie admise cu multă prudență pentru a rămîne 
în domeniul proporționalității și al deformaţiilor foarte mici. 

Necesități provenite din noi forme structurale, din ivirea unor 
noi materiale de construcție, au împins inginerul mai întîi la obser- 
vaţii, iar apoi la experimentări din ce în ce mai aprofundate asupra 
proprietăților şi a comportării materialelor. Rezultatele obținute au 
schimbat radical concepția asupra comportării reale a materialelor 
sub acțiunea forțelor de durată scurtă sau aplicate în timp; noile 
fenomene au îmbrăcat altă haină matematică. Rezistenţa materialelor 
şi Teoria elasticităţii şi-au schimbat caracterul : din teoretic a devenit 
din ce în ce mai mult experimental. Din știință matematică cu unele 
implicații în laborator, astăzi Rezistenţa materialelor a devenit un capitol 
al fizicii. Aparatul matematic utilizat pentru îmbrăcarea fenome- 
nelor fizice este destul de complicat, adesea prohibitiv pentru inginerul 
practician. Importanța practică a considerării rezultatelor experi- 
mentale obținute, a comportării elasto-plastice sau vîsco-elastice a 
materialelor, s-a dovedit excepțională. Plasticitatea a devenit regula-. 
torul eforturilor interne a structurilor static nedeterminate permițînd 
redistribuirea acestor eforturi; aprofundarea fenomenelor plastice și 
a legilor lor au condus la crearea tehnicii betonului precomprimat etc. 
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De menționat că unele fenomene plastice sau viscoase observate 
și explicate ulterior au stat la baza comportării multor elemente de 
construcție, cu toate că procedeele de calcul elastic le ignorau complet 
(de exemplu îmbinările nituite). 

Din examinarea evoluției concepțiilor, aşa cum au fost expuse, 
se degaje o concluzie deosebit de importantă, care permite a întrezări 
şi o anumită orientare în viitor: cunoașterea aprofundată a caracte- 
risticilor mecanice a materialelor, a comportării lor sub acțiunea 
forțelor în timp şi ameliorarea acestor caracteristici pot conduce la 
o sporire a eficienței construcțiilor mult mai substanțială decît perfec- 
ționarea unei metode de calcul. Mai mult încă: materialul — caracte- 
risticile sale — de cele mai multe ori imprimă forma elementului 
şi ulterior forțează chiar găsirea procedeului de calcul adecvat. In 
acest sens, un material cu calități superioare va conduce la economii 
mult mai importante, la construcții la care greutatea proprie este 
preponderentă, decît un calcul foarte riguros. Pe bună dreptate 
A. Caguot făcea remarca asupra marilor etape de realizări tehnice 
ale omenirii: „ele sînt etape ale victoriilor omului asupra materiei 
ca material de utilizat: epoca de piatră, epoca de bronz, epoca fierului. 
Vom avea poate — afirmă Caquot — epoca aluminiului dar nu şi 
cea a avionului”. Calitățile materiei sînt esențiale, forma rezultă. Putem 
adăuga că procedeele de calcul de asemenea. 

Dificultăţile provocate de rezolvarea ecuaţiilor care ilustrează 
stări de tensiune sau deformaţii ale unor forme constructive compli- 
cate au condus inginerul la a căuta soluţiile recurgînd tot la laborator, 
o dovadă în plus privind caracterul profund experimental al științei 
Rezistenței materialelor de azi: „o explorare îngrijită şi aprofundată 
a elementelor sub sarcină este fără îndoială procedeul prezent care 
prezintă maximum de garanții, el este superior oricărui calcul! 
(R. L/ Hermite). 

Rezistența materialelor, ca ştiinţă experimentală, a fost condusă 
la a stabili în laborator o serie întreagă de parametri ilustrînd carac- 
teristicile fizico-mecanice ale materialelor, iar pe de altă parte la a 
fixa încărcările utile, climatice etc. de asemenea prin observaţii sau 
prin experiențe de laborator. Toate aceste determinări asupra unor 
mărimi cu caracter aleatoriu au deschis drumul statisticii în aplica- 
țiile rezistenței materialelor. Coeficientul de siguranță și în general 
siguranța unei construcții, așa după cum s-a arătat în cap. 10 și 11, 
au suferit ca urmare schimbări în structura lor. Siguranța unei con- 
strucții în concepția clasică era o noțiune vagă, ilustrată de coefi- 
cienții de siguranță ai elementelor componente. În concepția modernă 
s-au realizat două salturi calitative: definirea unui coeficient de 
siguranță unic față de o anumită stare admisă ca limită a exploatării 
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normale a ansamblului și adoptarea unor criterii mai științifice în 
ceea ce priveşte mărimea acestui coeficient față de procedeele clasice 
de calcul care fixau valoarea sa pe criterii cu totul arbitrare. 


În lumina acestor concepţii, siguranța unei construcții nu mai 
poate fi privită altfel decât probabilistic, legată de riscul pe care îl 
poate accepta constructorul sau cu alte cuvinte de probabilitatea 
de distrugere pe care o poate accepta constructorul în timpul exploa- 
tării construcției sale. Mai înainte afirmam : „criterii mai științifice” 
şi nu „criterii absolut ştiinţifice” pentru că problema siguranței este 
în momentul de față privită sub o lumină mai reală dar nu complet 
rezolvată, căci arbitrarul alegerii unor coeficienți de siguranță a fost 
înlăturat, dar rămîne încă problema alegerii unor criterii pentru 
fixarea probabilității admise de distrugere în timp, din exploatare, 
a construcției. 

Este uşor de înțeles că siguranța absolută nu se poate încadra în 

activitățile omenești și deci se va impune luarea unei decizii cu privire 
la probabilitatea de distrugere admisă sau încă a „asigurării” con- 
strucției. Și în acest domeniu va mai rămîne în decizie o componentă 
de apreciere deci subiectivă. 
Ţ7 {ha această direcţie, Robert Lévi* într-un articol, imaginează o 
împrejurare care are meritul de a fi foarte sugestivă : „Să considerăm 
un om mergînd pe un platou stîncos, neted și găsindu-se în fața unei 
fisuri largi și adînci care îi taie drumul. Omul ezită să sară căci îşi dă 
seama că nu are o siguranță absolută de a reuși şi că în caz de eşec 
îşi frînge gâtul. În raționamentul său inconştient intervine aprecierea 
lungi mii efective a saltului adică măsura posibilităților lui şi aceea 
a distanţei de străbătut, adică a măsurii realităţii la care trebuie să 
facă față; fiecare din aceste două aprecieri este aproximativă, după 
cum și pentru constructori sînt mărimile ilustrînd posibilitățile mate- 
rialului şi ale solicitărilor posibile”. 

Dacă omul din această poveste are intuiţia că are numai o şansă 
din două, de a putea sări, va renunța, afară de cazul poate că este 
urmărit de un pericol mare. În cazul în care probabilitatea riscului 
este de unu la o mie, nu se va avînta decît dacă are un avantaj net, 
de exemplu de a evita un ocol de cîteva mile. În cazul unei probabi- 
lități de 1: 1 000 000, nu va ezita chiar pentru un avantaj minor. 
În această din urmă situaţie, va fi în condiții comparabile cu cele 
ale constructorului căruia i se cere o siguranță „în limite omenești 
absolute”. 


* Robert Lévi: „„Considerations générales et applications aux constructions de 
la théorie probabiliste de la sécurité”. 
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În legătură cu „asigurarea construcției” cu admiterea unei anumite 
probabilități de distrugere intervin diverse elemente în ultimă instanță 
economice care caută comparativ să conducă la o decizie. 

Astfel sînt: timpul de folosire în exploatare normală după care, 
construcția nemaisatisfăcînd cerințele estimate la acea vreme, poate 
fi părăsită, înlocuită etc. (poduri, construcții industriale) ; valoarea 
importantă de înlocuire sau pagubele însemnate în caz de distrugere 
sau avarie etc. În aceste calcule, un aspect cu totul special şi greu 
de considerat este cel legat de pierderile de vieți omenești care s-ar 
produce în caz de accident, căci nu se poate admite nici o probabilitate 
care ar admite deliberat asemenea eventualitate. 

Cum conceptul de „probabilitate nulă” de accident sau cel de 
„Siguranță totală” este idealist şi deci de neatins, rămîne ca preocupă- 
rile de „îmbunătăţire” a siguranței să se dirijeze spre ridicarea con- 
științei profesionale care antrenează eliminarea defectelor materialelor 
într-o măsură din ce în ce mai mare. 


x 


Și în final, în legătură cu raportul dintre inginerul constructor 
și ştiinţa sa, reproducem cîteva pasaje dintr-un articol intitulat „La 
philosophie de lacte de construire” scris de A. Balenay-Barn : 

... „Necesitatea unui strîns contact cu materia şi cu uneltele 
sale ; constructorul trebuie să aibă vocaţia artizanului care a cunoscut 
fierul fasonîndu-l cu sculele lui și care a cunoscut căldura prizei cimen- 
tului în contact cu mîinile sale. Actul de a construi rupt de această 
realitate, lipsit de intuiţia pe care realitatea o insuflă și în plus ghidat 
numai de sentiment sau numai de calcul, devine un act desrădăcinat, 
care nu poate conduce decît la rămînere pe loc şi nu poate reuși să 
organizeze valabil materia grea. 

Necesitatea unei convingeri puternice şi gustul riscului; nimic 
nu este posibil fără convingerea arzătoare, fără mîndria meseriei sale, 
fără acest gust al responsabilității şi al riscului care conduc la a refuza 
copierea unor reușite anterioare — care n-ar da de altfel decît garanții 
aleatoare — în scopul de a se conduce ca un adevărat inovator, 
dovedind ce este posibil în ordinul imposibilului”. 


